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Nota 


En 1821 apareció publicada, bajo el título general de Curso de Análisis 
de A.L. Cauchy, la primera parte del mismo, El análisis algebraico. Esta 
primera parte está conformada por 11 capítulos, mismos que se inte- 
graron a partir de las notas de los cursos dictados por Cauchy en la 
Escuela Politécnica. La segunda parte de este Curso de Análisis nunca fue 
publicada, pero en 1823 se publican, también a partir de los cursos de 
Cauchy en la misma Escuela Politécnica, las Lecciones sobre el cálculo 
infinitesimal, obra compuesta por 40 lecciones. Sobre la pertinencia de 
publicar en un solo volumen una selección de las dos obras, que en cierto 
sentido fueron concebidas como obras independientes, habla con detalle 
la introducción, escrita por Jean Dhombres para esta primera traducción 
al español de los textos de Cauchy. 

Para la primera parte hemos seleccionado para su publicación los 
capítulos 1, 11, IV, Y, VI, X y XI del Análisis algebraico. Para la segunda 
parte las lecciones 3, 4, 6, 7, 12, 15, 19, 21, 22, 23, 26, 27, 32, 36, 37, 38, 
y 40 de las Lecciones sobre el cálculo infinitesimal. Para la traducción nos 
hemos basado en tanto las ediciones originales, Cours d' Analyse, premitre 
parti, L'Analyse Algebrique editado por la Imprimérie Royale en 1821 
(reeditado en 1989 por Jaques Gabay, Paris) así como el Résumé des legons 
sur le calcul infinitésimal editado igualmente por la Impriméric Royale en 
1823. Asimismo tomamos en cuenta la versión de las dos obras tal y como 
aparecen en los volúmenes 3 y 4, respectivamente, de la primera serie de 
las Obras Completas de Cauchy, (Exwvres Complétes, premiére séric, Gauthi- 
er-Villars, París. 


Introducción 


El rigor o cómo se construye 
una idealidad 


Jean Dhombres 


Cauchy como ejemplo de modernidad: 
un caso de escuela 


Primera parte del curso de análisis en la Escuela Real Politécnica, el 
Análisis algebraico de Augustin Louis Cauchy es uno de los grandes textos 
matemáticos que forman parte del patrimonio humano. Como un 
pórtico, se articula con otras tres obras: el Resumen de lecciones sobre el cálculo 
infinitesimal, las Lecciones sobre la aplicación del cálculo infinitesimal a la 
geometría y las Lecciones sobre el cálculo diferencial. Publicado en 1821 —los 
otros tres en 1823, 1826 y 1829 respectivamente— el Análisis algebraico 
ha sido leido y releido por generaciones de matemáticos; tanto los 
teoremas como los métodos y las definiciones fueron incorporados a 
todas las presentaciones del Análisis en el siglo XIX y en el siglo XX. Si 
en los textos contemporáneos figuran menciones a Cauchy, ellas hacen 
referencia en general a los resultados del Análisis algebraico o del Cálculo 
infinitesimal. Bourbaki, uno de los más parsimoniosos autores en hacer 
atribuciones históricas, da lugar a varios “criterios de Cauchy”. Por 
ejemplo, interviene un criterio de Cauchy-Maclaurin! que es la com- 


! Bourbaki, Fonctions d'une variable réelle, vol V, $4,1, prop. 3, p. 27, París, Herman, 1976. 
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paración de una serie Y f(x) y de una integral f f( 1) dt en relación 


a su convergencia o divergencia; otro criterio de Cauchy interviene para 


la convergencia de ye Un, con tn 20, a partir? del límite superior de 


El 

Y un; hay todavía un criterio de Cauchy relativo a la convergencia de una 
sucesión general a partir del comportamiento? de 4x + 4 — in. Esta noción, 
junto con 4( 4n+k, Hn ), se conoce bajo el nombre de sucesión de 
Cauchy para la definición de un espacio métrico completo. Otros 
manuales contemporáneos enriquecen esta lista, con la expresión del 
producto de dos series enteras o los valores principales de Cauchy para 
una integral singular. La expresión conocida como el “teorema de Cauchy” 
se refiere al resultado, fundamental en el análisis complejo, de que el valor 
de la integral de una función holomorfa tomado sobre una trayectoria 
cerrada es cero, teorema que Cauchy obtuvo entre la publicación del 
Análisis algebraico y la del Cálculo infinitesimal, lo que atestigua acerca de 
la impresionante fecundidad de la obra de Cauchy y explica la perma- 
nencia de su memoria en la práctica matemática. Traducido al alemán 
desde 1828*, el Análisis algebraico de Cauchy no fue traducido al inglés ni 
al italiano; sin duda porque los matemáticos de entonces leían francés?, 
Un francés simple, por cierto, sin complicaciones, un lenguaje matemá- 
tico eficaz y que suena muy cercano a nosotros; más cercano que el de 
Euler, Lagrange o Laplace. Cauchy tenía veinticuatro años cuando murió 
Lagrange y tenía ya once años de ser miembro de la Academia de Ciencias 
cuando murió Laplace. Aquí está pues, en su mayor parte, este texto; más 
de ciento setenta años después de su redacción, presentado en español 


2 Bourbaki, op. cit, p. 28. 
3 Bourbaki, 7opologie générale, París, Herman, 1971, vol. 2, $3, n. 3, p. 151, prop. 6; vol. 3, 
55, n. 2, teorema 1; vol, 3, $5, n. 6, p. 43. 

Lebrbuch der algebraischen Analysis, trad. C. L. B. Huzler, Kónigsberg Borntrágen, 1828. 
Igualmente las Lecciones sobre el cálculo diferencial fueron traducidas un poco después, 
Vorlesungen úber die Differenzialrechnung, trad. C. H. Schnuse, Braunschweig, G. Meyer, 1836 
y cuatro años más tarde aparecieron también las Vorlemngen úber die Anwendungen der 
Infinitesimalrechnung auf die Geometric, trad. C. H. Schnuse, Braunschweig, G. Reyer, 1840. 
5 Es creíble también que la construcción propuesta por Cauchy respondía a las inquietudes 
matemáticas en Alemania, donde la escuela combinatoria trabajaba el Análisis algebraico, 
mientras que en Inglaterra y en Italia no existía esta necesidad y a lo más se interesaban en 
el trabajo de Lagrange tal y como se había desarrollado en sus cursos publicados a fines del 
siglo XVIIL 
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gracias al trabajo de Carlos Alvarez, traducción seguida de las lecciones 
sobre el cálculo infinitesimal. La asociación de estos dos textos es prudente. 


¿Por qué traducir? La construcción de una idealidad 
y los errores de Cauchy 


¿Cuál puede ser hoy el interés de sacar a la luz estos textos cuya 
fuente, por llamarla de algún modo, parece habérsele sacado ya todo el 
provecho posible?” Mientras que las matemáticas han cambiado consi- 
derablemente, pues así como la topología y la teoría de los conjuntos han 
remontado ya al curso de Cauchy para revolucionar todo su contenido, 
igualmente el análisis no estándar de Abraham Robinson cuestiona al 
menos una parte del paso al límites enmarcado por un cálculo de 
desigualdades; el formalismo de e y 3 de Karl Weierstrass transcribía, 
desde el siglo pasado, las técnicas de Cauchy y, en fin, el cálculo diferencial 
ha sufrido muchas y muy fecundas transformaciones, 

Sin duda, la ciencia que se hace debe proteger su pasado pues se trata 
de una forma — modesta— de manifestar su misión de formar parte de 
una cultura. Argumento que no es despreciable, esas obras cientificas, 
dificiles en la época en la que aparecieron, nos resultan más accesibles: 
nuestra cultura se ha enriquecido y, sin darnos cuenta, estamos mejor 
preparados para recibirlas. Recepción necesaria pues para subsistir en el 
patrimonio del pensamiento, las grandes obras deben ser retomadas, 
generación tras generación, comentadas, activadas en la memoria hu- 
mana. Una obra de Shakespeare que no sea revisada, comentada y vuelta 


6 Pocas fueron las ediciones del Análisis algebraico después de su aparición como Curso de 
Análisis de la Escuela Real Politécnica. Primera parte. Análisis algebraico, Paris, Debure Fréres, 
1821, 576 páginas. Primero en las Obras Completas de Agustín L. Cauchy, París, Gauthier-Villars, * 
la. serie t. 3. Después una reproducción del curso bajo el mismo título en las Ediciones 
Jaques Gabay, Paris, 1989 y al siguiente año una reproducción, también bajo el mismo título, 
junto con una muy rica introducción de U. Bottazzini (p. XI-CLXVII), Instrumenta rationis, 
Sources for the History of Logic in the Modern Age, Ed. CLUEB , Bologna. 1990. 

El Resumen de lecciones dictadas en la Escuela Real Politécnica sobre el Cálculo Infinitesimal, 
aparecido inicialmente en Debure Fréeres, París 1823, 172 páginas, fue publicado en las Obras 
Completas, 2a. serte t. 4, Paris, Gauthier-Villars, pp. 5-261. Una reedición reciente fue hecha 
por ACL editores, Paris 1987, a la cual se añadió la Memoria sobre las integrales definidas, 
tomadas entre límites imaginarios, Paris, Debuse fréres, 1825, 68 páginas. Después de cada cita, 
las referencias a las págimas de los dos cursos de Cauchy serán dadas entre corchetes. 
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a leer, sería una parte de nuestro patrimonio que destina a morir. Una 
traducción es entonces una nueva visión, una transformación del hori- 
zonte, un viaje en donde las obras y los hombres se enriquecen. Esto que 
se hace justamente con las obras de arte y de la literatura, debe intentarse 
con las obras del pensamiento, aun cuando se trata de una obra científica, 
ya que esas obras nos dicen hoy mucho más de lo que encierran en un 
aspecto de pura, y muy rica, técnica. 

La lectura del Análisis algebraico y de las Lecciones sobre el cálculo 
infinitesimal puede abordarse esencialmente con una interrogación, la de 
la forma en la que los objetos matemáticos toman realidad, se convierten 
en el referente de un pensamiento y adquieren el estatuto de universales. 
Cauchy inventó la continuidad, aun cuando el término se encontraba ya 
en la mente de los hombres al menos desde Aristóteles, pero su visión 
constructiva ha modificado la nuestra, al grado que nos es dificil imaginar 
un mundo en el que su idea de la continuidad estuviera ausente. El fundó 
una idealidad. Esta no se quedó estática y tomó un impulso tal que no 
hay ningún dominio matemático o de la fisica en el cual no desempeñe 
un papel. 

De este modo, y después de haber formado a los matemáticos, 
Cauchy ha sido tema de filósofos e historiadores de las ciencias hasta 
nuestros días, y sin duda lo será todavía por mucho tiempo como un 
caso particularmente bien documentado, un Euclides de los tiempos 
modernos del cual se sabría al menos algo, mientras que el Alejandrino 
es tan sólo un nombre a la cabeza de un texto”. Y al igual que con Euclides, 
son los “errores” de Cauchy los que más llaman la atención, como las 
manchas que ensucian una tela que se creía impecable. El rigor anun- 
ciado* y reafirmado? de la obra se vuelve contra el autor, o más bien 


7 La literatura referente a la obra de Cauchy es abundante, tan abundante como la obra 
misma, y supera al solo curso del Análisis algebraico. Por su esmero, dos obras encabezan 
las fuentes bibliográficas, la segunda completa a la primera. R. Taton, Obras de Cauchy, 2a 
serie T, XV, Paris, GauthierVillars, 1974, pp. 581-640. C. Gilain, J. Dhombres en Estudios 
sobre Caucty (1789-1857), Revue d'Histoire des Sciences, t. XIV -1, 1992, pp. 129-133. 

$ “En cuanto a los métodos, be intentado darles todo el rigor que se exige en geometría” explica 
Cauchy en la introducción del Análisis algebraíco. 

? Para señalar el espiritu de rigor de Cauchy, N. Bourbaki lleva a cabo una comparación 
con sus predecesores: “Con las obras de enseñanza de Cauchy, en cambio, nos encontramos en un 
terreno ya sólido” (Elements d'bistoire des mathématiques, Hermann, Nueva edición aumentada, 
París, 1974, p. 247). Carl Boyer quien intenta explicar la calificación de Cauchy como 
rigorista por su entusiasmo por publicar, da también su aval a esta posición: “Perbaps this is 
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permite tomarle la palabra al autor en la elaboracion de su obra. No 
podían faltar pues quienes, buscaran limpiar a Cauchy de tales manchas, 
ob amni naevo vindicatus según la fórmula del Padre Saccheri a principios 
del siglo XVIII a propósito de Euclides y de su uso del postulado de las 
paralelas. No podían faltar otros que, buscando comprender los errores 
de Cauchy, los asuman para plantear una de las preguntas más espinosas 
en la historia de las matemáticas, la función positiva de los teoremas 
falsos en un cuerpo lógico-deductivo en el que todo debe ser consistente, 
y, más aun, su sobrevivencia en una tradición matemática, hecha de 
lecturas y de relecturas críticas. Es decir que Cauchy ha servido de modelo 
a varios sistemas que proponen un modelo de evolución de la ciencia y 
a quienes proponen una teoría del conocimiento objetivo. Pero nuestra 
modernidad —de la que se reclamaban Ernest Renan y Karl Marx— se 
alimenta de la pregunta acerca del funcionamiento mismo de la ciencta, 
ciencia que ella remite a su panteón de gloria o a su caja de herramientas 
a la que sólo en caso de necesidad hay que recurrir. A su manera, y debido 
a estas emergencias, Cauchy nos ayuda a leer nuestra modernidad. 


La ciencia aparte, separada de la religión y de las ciencias humanas 


La riqueza epistemológica del Análisis algebraico, de la cual tenemos 
múltiples testimonios sucesivos, a veces contradictorios, es tanto más 





one of the reasons that the chief characteristic of mineteenth century enathematics — the introduction of 
rigour— is attributed to Cauchy, rather than to Gas, despite the night standard of logical precision 
that Gauss set for bimself” (A bistory of mathematias, J. Wiley and Sons, New York, 1976, p. 562). 
Judith Grabiner hace de este rigor el título mismo de su libro, The Origins of Cauchy's Rigorous 
Calculus, MIT Press, Cambridge, 1981. Si lvor Grattan-Guinness pretende haber sido el 
primero en haber indicado en 1970 las limitaciones del rigor de Cauchy (ver su nota 1 en 
la página 713 del volumen 11 de Convolutions in French Matbematias 1800-1840, Birkhaúses, 
1990) —olvidando el estudio anterior de A. Pringsheim publicado en francés en la 
Engyclopédic des sciences mathématigues et de leurs applications, £. U, primer volumen (pp. 70 y 
ss) e intitula a un capítulo que excluye a Cauchy, “La era del rigor” (The Development of 
the Foundations of Mathematical Analysis from Euler to Riemann, MIT Press, 1970), no da sino 
un largo título a uno de sus capítulos “La inauguración por Cauchy del Análisis matemático” 
(pp. 698-803). Señala después de haber examinado la prueba de la fórmula del binomio: 
“The proof of the theorem exemplifies well many of the principal features of Cauchy's Cousrs: limits 
and the derived properties of continuity and convergence, both real and complex values treated; and 
an impressive level of rigour, with (to us) some shaky bits bere and there”, p. 727. ¿Quién no querría 
leer a Cauchy para descubrir por sí mismo esos “shaky bits”, expresión que no nos 
antrevemos a traducir? 
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notoria cuanto que su autor no pretendía una originalidad en el orden 
filosófico. El sostenía una separación franca entre las matemáticas, sus 
métodos y sus fines, sus medios y sus verificaciones, y las otras ciencias 
o conocimientos humanos; en particular la historia, pero sobre todo la 
religión, sobre la que se apoyaba la Restauración, la alianza del trono y 
el púlpito a la que Cauchy rendía fe: “Por lo demás, si he buscado perfeccionar 
el análisis matemático y, por otro lado, estoy lejos de pretender que este análisis 
debe bastar a todas las ciencias del razonamiento. Sin duda, en las ciencias que 
llamamos naturales, el único método que se puede emplear con éxito consiste en 
observar los hechos y en someter enseguida las observaciones al cálculo. Pero sería 
un error grave el pensar que sólo se encuentra la certeza en las demostraciones 
geométricas, o en el testimonio de los sentidos...Cultivemos con ardor las ciencias 
matemáticas, sin pretender extenderlas más allá de su dominio” [p.vij). 

Paradoja que sólo es tal para aquellos que se limitan a las ideas 
comunes y generales, Fue encerrándose en las matemáticas puras, y más 
en una rama particular, jugando con la técnica más especializada y 
aislándola de otras formas de pensamiento, que Cauchy pudo forjar una 
obra de valor universal, Ella muestra la forma en la que surge una 
idealidad. En consecuencia, esta obra muestra la génesis de un proceso 
de abstracción; es la radiografía anatómica con la cual, en nuestro siglo, 
soñaba Husserl a propósito del Origen de la geometría, No hay que separar 
el espectáculo que se nos ofrece, de su particularización, de su inserción 
en las matemáticas puras que contribuye a fundar como campo especifico. 

Cauchy instaura un nuevo modo de ser para el mundo de la ciencia. 

No olvidemos que la separación de las matemáticas de la filosofia y 
de la religión fue poco a poco respetada en Francia durante decenios'”, 
creando lo que se podría llamar un cierto laicisismo, un espacio intelec- 
tual público. El fue un modelo para el laicisismo militante de la sociedad 
civil, un combate llevado, y ganado, durante la Tercera República. Por el 
modo de ser de su obra, contrario al modo de ser del hombre que fue 
desde sus orígenes miembro de la Congregación que se alineó con los 
Ultras, Cauchy participa de un largo movimiento de modernidad en el 
siglo XIX, 





10 La separación a la que tanto apego tiene Cauchy es el signo de un consenso en la 
comunidad científica, y fue establecido en Francia en la era romántica, Ver]. y N, Dhombres, 
Naissance d'un pouvoir, Sciences et savants en France (1793-1824), Paris, Payot, 1989, Cap. IV, 
pp- 313-333 y Cap. V, pp. 442-443. 
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Cauchy más allá del positivismo: ¿una modernidad? 


En su apasionante búsqueda filosófica de las operaciones factuales de 
la inteligencia que inspiraron las normas adecuadas a los objetos matemáti- 
cos, León Brunschvicg concluye que la orientación que se impuso a Cauchy 
y a sus seguidores inmediatos, “casi a pesar de ellos” y “a pesar de la tradición 
secular que tenían tendencia a tomar por intuición inmediata”, conducía a 
rupturas decisivas; rechazaban en el pasado, explica, tanto la doctrina 
matemática de la Crítica de la razón pura, de creación relativamente reciente, 
como la del Curso de filosofía positiva, el cual apareció nueve años después del 
Análisis algebraico, Si Cauchy es un fundador de la modernidad, no 
reproduce en el campo matemático las dos tendencias más importantes de 
la filosofía de entonces, el kantismo y el positivismo. Repitámoslo, Cauchy 
es un matemático, su discurso no busca atravesar los límites de esta 
disciplina y, más aún, contribuye a establecerlos. 

Al menos en el texto fundador del positivismo, y en tanto que era 
repetidor de matemáticas en la Escuela politécnica después de varios años, 
en donde Cauchy enseñaba el Análisis, Augusto Comte no hace ninguna 
mención de la nueva construcción, que seguramente no desconocía, y el 
hecho de no mencionarla representa su manera de rechazarla!?, En efecto, 
distinguiendo tres concepciones fundamentales del análisis trascendente, 
la de Leibniz, la de Newton y la de Lagrange, “a aquellos que quieran juzgar 

Filosóficamente”, Comte recomienda estudiarlas juntas, de seguirlas “casi 
indiferentemente” y de manera más sorprendente da el mismo consejo “a 
aquellos que desean esencialmente aprender a servirse con éxito y con facilidad 7 
del poderoso instrumento que constituye el cálculo diferencial e integral. 
La determinación de Comte en favor de una pluralidad de enfoques del 
cálculo diferencial es una oposición in absentia contra la unidad del 
mismo propuesta por Cauchy. Ella es casi forzada y no tiene una 





'l L, Brunschvicg, Les étapes de la philosophie mathématique, París, 1912; nueva edición 
aumentada con un prefacio de J. T. Desanti, París, A. Blanchard, 1972, pp. 339-340. 

A. Comte escuchó a Cauchy cuando fue alumno de la Escuela politécnica y cuando éste 
sustituyó a Louis Poinsot (2 de noviembre de 1815). Su curso de entonces no se encontraba 
en el estado terminal que muestra el Análisis algebraico, pero las notas de A. Comte muestran 
ya gran articulación (Cf. J. Guitard, “La querelle des infiniment petits 4 l'école polytechnique 
au XIXe. siécle”, Historia scientiarum, 30, 1936, pp. 1-41). 

13 A. Comte, Cours de philosopbie positive. Los preliminares generales y la filosofia matemática, 
París, 1830, Reeditado por M. Serres, F. Dagognet, H. Sinaceut, Philosophie premiére, Cours 
de philosopbie positive, lecciones 1 a 45, Hermann, 1975, pp. 123-124. 


13 Jean Dhombres 


justificación clara en el marco referencial del positivismo, aún si Comte 
estuvo mucho más impresionado por Fourier y su teoría analítica del 
calor, otra forma de unir a las matemáticas con la teoría física. En su 
análisis, Cauchy no funda nada sobre el conocimiento físico o sensual 
del mundo. Tampoco apela al sentido común. No se apoya sobre una 
tradición analítica y se podría decir que rechaza la concepción de 
Lagrange. Se podría decir que el Análisis es lo que es porque Cauchy parece 
haberlo decidido así. Hay sin duda un desarrollo axiomático en Cauchy, 
o más aún una construcción que se puede rechazar, pero de la cual no es 
posible servirse por separado: es una totalidad que parece negar la historia 
pues no se alimenta de ella, Comte no podía apenas asimilar este tipo de 
construcción dentro de su sistema; no podía tampoco dogmatisarla. 

Pero ya que Comte apela a la historia y a sus ventajas, es posible 
revertir su argumento a fin de disfrutar de la lectura del curso de Cauchy 
y, cum grano salis, pensar al positivismo como sistema explicativo del 
avance de las ciencias: “En todas las demás partes de la ciencia matemática, la 
consideración de diversos métodos para una sola clase de cuestiones puede ser útil, 
independientemente del interés histórico que presenta; pero no es indispensable, 
aquí en cambio, es estrictamente necesaria”, Si Cauchy proponía una nueva 
vía, ¿cómo es que su obra pudo eliminar la multitud de puntos de vista 
distintos en análisis? Dicho de otro modo, ¿existía, antes de Cauchy, una 
disciplina matemática, llamada análisis? 

Conducidos por Karl Weiertrass, los matemáticos colocaron a 
Cauchy en el origen del análisis moderno y en ello fueron seguidos por 
la mayoría de los historiadores que discuten sobre todo acerca de la 
naturaleza de la ruptura operada por Cauchy sobre sus predecesores, 
molestos en el fondo por el término “rigor”, término contradictorio en 
matemáticas y que, demasiado subrayado sugeriría que antes de Cauchy 
el rigor no existía, Bourbaki, y los contemporáneos de Cauchy prefieren 
hablar de un rigor reencontrado!*, 

Como siempre cuando el espíritu se enfrenta a una obra importante, 
la sorpresa, la admiración y la interrogación naturales —esas palabras que 





bd Comte, op. cit., p. 124. 

Sa los matemáticos del siglo XIX, cansados de ese formalismo sin freno y sin fundamento, llevan 
al Análisis a las vías del rigor” (N. Bourbaki, Éléments d'bistoire des mathématiques, París, 
Hermann, 1974) o “En lo que se refiere a la integración, la obra de Cauchy representa un Tegreso 
a las sanas tradiciones de la antigúedad y de la primera mitad del siglo XVII, pero apoyada en medios 
técnicos aún insuficientes” (op. cít., p. 247). 
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ya no están de moda— buscan clasificar entre los modos de hacer, a 
colocar en una tradición, a incidir en un desarrollo. La opción usual es 
o bien la de una culminación: el fin, con Cauchy, de una larga reflexión 
intelectual nacida con Arquímedes, enriquecida con Galileo, Descartes, 
Fermat, Leibniz y Euler, pero en definitiva la clausura de una dinámica. 
O, por el contrario, son tan pobres las palabras que deben describir la 
influencia de las obras del espíritu, la otra opción es la de un comienzo, 
el inicio, con Cauchy, de una nueva era, el nacimiento de la modernidad. 
Brunschvicg lo maneja hábilmente: “La reorganización intelectual del aná- 
lisis, de la cual el lógico tiene la tendencia a hacer un punto de partida absoluto, 
marca efectivamente el fin de una obra que la observación de la naturaleza 
provocó y que ella hizo necesaria”, ¿Qué dice Cauchy acerca de la aplicación 
de las matemáticas al conocimiento del mundo? 


Matemáticas puras y aplicadas: el rigor de una separación deseada 


En el Análisis algebraico Cauchy no hace ninguna referencia a la fisica 
matemática, a pesar de que él mismo la cultivó con mucho talento”, y no 
parece interesarse en el conocimiento del mundo sensible ni en las 
aplicaciones de la ciencia matemática; a pesar de que el texto aparece en una 
época de mucha actividad, en la que Francia intentó recuperarse de su 
retraso frente a la Inglaterra de la revolución industrial y, sobre todo, a 
pesar de que el texto se dirige a los alumnos de una escuela encargada de 
formar a los cuadros técnicos del Estado y, en menor medida, a los de la 
industria. Si bien no es el primer texto de matemáticas puras, la obra de 
Cauchy es tal vez la primera, en análisis, que por sus objetivos, no intenta 
ninguna justificación ajena a las relaciones intrínsecamente matemáticas**, 
Muy sintomática es también la diferencia con manuales como los de 





16 Brunschvicg, op. dít., p. 331. 

17 Varios estudios tratan de las contribuciones de Cauchy en las matemáticas aplicadas, sobre 
todo en la mecánica de los medios continuos, de la cual él es el verdadero creador; Truesdell, 
History of dassical mechanics, A. Dahan, Agects de la mathématisation au X1Xe siéde. Entre physique 
mathématique et mécanique moléculaire la voie d Augustin Cauchy, tesis, Universidad de Nantes, 
1990, publicado como libro por Blanchard, París, 1992. 

En contra de esta afirmación nos viene de inmediato a la mente el nombre y las obras 
de Lagrange, también profesor de Análisis en la École polytechnique. De hecho la Théorie 
des fonctions analytiques de 1797 incorpora largos párrafos que se refieren a la geometria y a 
la mecánica (principio de potencias virtuales, composición de fuerzas) “como mi intención 
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Bézout, sus Cursos de matemáticas para el uso de la artillería o para el uso de los 
guardias de la marina, redactados cincuenta años antes, pero editados en la 
época de Cauchy y en los cuales muchas páginas evocan las aplicaciones, 
libros en los cuales el cálculo diferencial mismo no se presenta sino como 
preliminar a la mecánica y sólo para su utilización práctica. 

Los historiadores han tomado la costumbre de calificar la actitud de 
Cauchy de profesionalista e incluso a relacionarla con la distribución 
necesaria de las tareas en la sociedad burguesa capitalista!” el rigor 
impartido al camino seguido por Cauchy debe bastar para establecer la 
demarcación necesaria de su campo ideológico e identificar el lugar en 
el que debía incidir. El rasgo severo de Cauchy — “para pemanecer fiel a 
estos principios, me he obligado a admitir varias proposiciones que aparecerán tal 
vez algo duras en un principio” [p.IV)- sería la recompensa social de la 
legitimación de una actividad intelectual no lucrativa. La separación de 
las matemáticas de las demás preocupaciones humanas sería el signo de 
la reaccción monárquica y religiosa francesa posterior a Waterloo — ¿es 
necesario recordar que se trata de una derrota francesa?— preocupada en 
romper las ideologías del progreso traídas por la Enciclopedia de las luces 
y la Revolución, que no separaba las causas del avance social de las de 
la propagación del conocimiento” ¿Cómo olvidar que Cauchy, trás 


no es la de presentar un tratado de mecánica, me conformo con haber deducido de la teoría de » funciones 
los principios y las ecuaciones fundamentales del movimiento, que sólo se demuestran ordinariamente 
a través de los infinitamente pequeños” (Théorie des fonctions analytiques, p. 223). En cambio las 
Legons sur le clalcul des fonctions dadas por Lagrange en el año VII en la École normale 
anunciaba la “pureza” del Análisis algebraico y, sin embargo, terminaba con estas palabras 
“las aplicaciones del cálculo de funciones a la Geometría y a la Mecánica podrán ser tema de otras 
lecciones; se encontrarán los principios de ésto en la segunda parte de la Théorie des fonctions 
anabytiques” (p. 250; lección 19, Sobre el cálculo de funciones). Sin embargo el Cálculo de funciones 
se articula de tal manera a las obras anteriores de Lagrange, y a otras obras del siglo XVII 
citadas frecuentemente, que las aplicaciones impregnan todo el texto. (“No es una ventaja 
menor del cálculo de funciones el dar tanto para la geometría de las curvas como para la mecánica, 
expresiones tan simples e inteligibles como lo son las expresiones algebraicas de las potencias y las raices”, 
p. 12). Referencias obligadas por la opción histórica de Lagrange — nada de eso se presenta 
en el Cauchy del Análisis algebraico o del Cálculo infinitesimal- y por el llamado frecuente 
a la geometría de las curvas y superficies que ilustran constantemente el cálculo integral y 
las ecuaciones diferenciales en Lagrange, mientras que su ausencia es tan notoria en los dos 
textos de Cauchy que nos ocupan, 

"2 G. Schubring, Die Entstebung des Matbematik Lebrerberufi im 19. Jabrbundert, Beltz Verlag, 
1983. 

20 A causa de su carácter, ha sido muy fácil evocar el vínculo entre la política y las 
matemáticas en Cauchy; sin embargo ésto se ha hecho de manera retórica y sin argumentos 
“Cauchy, tbe bourbon catbolic, was in bis prime in tbe Bourbon Catholic regime of the 18205; order 
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exiliarse después de las tres jornadas gloriosas de julio de 1830, se adhiere 
a la causa legitimista del primogénito de los Borbón en contra del justo 
medio de los Orleans, representada por Luis-Felipe Í, rey de los franceses 
y no rey de Francia?¿Cómo olvidar que rehusó de manera obstinada 
pronunciar el juramento de los funcionarios ante Napoleón III? ¿Cómo 
olvidar también que no fue electo de manera regular a través del voto 
secreto y que fue, en cambio, el único académico de las ciencias nombrado 
en todo el siglo XIX (por Luis XVITI en 1816), cuando sus méritos habrían 
sido reconocidos como suficientes en cualquier elección normal? “Debe- 
mos convencernos que hay otras verdades aparte de las verdades del álgebra y otras 
realidades además de los objetos sensibles” [p.vij], dice Cauchy en su introduc- 
ción al Análisis algebraico, introducción corta y muy diferente de las obras 
análogas del siglo XVIII, en particular con el largo prefacio del último 
gran tratado, el de Sylvester-Frangois Lacroix, el Traité de calcul différentiel 
et du calcul intégral en su segunda edición de 1810%!, Hay sin duda un 
marcado contraste entre la abundancia de la obra matemática de Cauchy 
— veintisiete gruesos volúmenes de sus Obras publicadas— y lo escaso de 
sus prefacios y de sus comentarios. 

Esto muestra mejor la distinción de géneros, matemáticas y filosofía, 
que Cauchy intentaba imponer. Esto explica tal vez su forma de evitar, 
en los textos que aquí consideramos, cualquier aplicación de las matemáti- 
cas. Estas no están, sin embargo, erradicadas de su pensamiento como lo 
muestran sus publicaciones contemporáneas, así como tampoco está 
ausente de su horizonte intelectual la relevancia epistemológica de las 
matemáticas puras. ¿Cómo podrian estas aplicaciones incidir en la 
organización del Análisis algebraico O del Cálculo infinitesimal? 

Esta pregunta, a la que sólo podemos responder negativamente, no 
es pertinente y no permite comprender el objetivo de Cauchy más que 
en la medida en que se de a las dos obras que estudiamos aquí el 
significado que se atribuye a una construcción: en la medida en la que 





in matbematics, order in politics, order in religion” (L. Grattan-Guiness, Convolutions..., op. Cát., p. 
802). David Bloor es el primero en haber intentado una articulación sólida entre el rigor 
matemático atribuido a Cauchy y su rigorismo político. Hay ahi, en efecto, un tema 
interesante para la sociología de las ciencias según el programa de D. Bloor, Sociologie de la 
¡que, Pandore, trad. al francés, París, 1984, 

28'S. E. Lacroix, Traité de calcul différentiel et du calcul intégral segunda edición corregida y 
aumentada, París,Courcier, 1810. El prefacio ocupa cuarenta y siete páginas y esta seguido 
de 138 páginas de introducción. La primera edición es de 1797. 
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no se les intente presentar como una enciclopedia razonada del análisis; 
en la medida, sobre todo, en la que se les aleja del espíritu analítico del 
siglo XVIII el cual descompone un razonamiento, al igual que cualquier 
ciencia, como si expresara de facto la génesis histórica o al menos jurídica? 
Cauchy se abstiene de hacer referencias históricas — y esto no es úni- 
camente por vanidad del creador— así como también evita los ejemplos 
geométricos, curvas o superficies, que bien podrían haberse tratado 
analíticamente, De manera deliberada Cauchy no intenta mostrar los 
caminos que dieron origen al análisis que él nos presenta; tampoco busca 
apoyar sus procedimientos con una analogía de naturaleza sensible o de 
naturaleza fenomenológica como a la que podría llevarlo la geometría; y 
no asocia las aplicaciones a la mecánica? ni a ninguna otra ciencia al 
análisis que construye. Epistemológicamente Cauchy evita adherirse a la 
idea que afirma la existencia de una simplicidad natural, que el inventor 
no tendría más que seguir; y que en consecuencia la matemática, al ser 
analítica, sería una copia de la Naturaleza a través del lenguaje. La 
simplicidad es, según él, una construcción de la cual se enriquece la 
matemática, ayuda a los herederos de esta construcción el encontrarla 
natural para que puedan asimilarla. Si las aplicaciones son en ocasiones 
usufructo de la matemática, ellas no pueden por sí mismas esclarecer la 
búsqueda del investigador, y ésta última no da ninguna claridad mate- 
mática al hacer pesadas la contingencia de los conceptos que no necesitan 
plantearse y pensarse de manera aislada para poder ser eficaces?! 





21 expresión más visible de este modo de proceder fue dada por Condillac en su Langue 
des calcus que fue publicada póstumamente en 1798, Ver J. Dhombres, “La langue des calculs 
de Condillac, ou comment propage les lumiéres”, Sciences el Techniques en Perspective, vol. 2, 
1983, pp. 197-230. 

Se puede hablar de un rechazo de Cauchy a mencionar las aplicaciones. Así, en el Análisis 
algebraico resuelve bajo la hipótesis de continuidad la ecuación funcional 
Hot y) fx 1)=2/(x JA (5 ) olvidandose de mencionar el origen de esta ecuación 
y cuál es el aporte de la solución. Con la resolución de esta ecuación Cauchy completa un 
problema tratado en el siglo XVII y principios del siglo XIX, el de la composición de fuerzas, 
es decir, culmina una axiomatización puramente matemática de la estática. Cauchy no 
menciona este hecho, que no podían dejar de reconocer algunos de sus lectores. Ver J. 
Dhombres, P. Radelet, “Contingence et nécessité en mécanique. Étude de deux textes inédits 
de Jean D'Alambert”, Ploysis, vol. XXVII, 1991, Nouva serie, fasc. 1, pp. 35-114. 

2 La referencia a Euclides autor de una catóptrica, de una óptica, además de sus 
Elementos nos muestra que Cauchy no carece de antecedentes. Esto no le impide sin 
embargo demarcarse de los matemáticos de fines del siglo XVIIL 
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¿Una construcción revolucionaria? 


Cauchy nos parece modesto al no presentar como revolucionaria su 
concepción de la continuidad y añade un poco de malicia al desviar la 
atención hacia los infinitamente pequeños cuando anuncia: “al hablar de 
la continuidad de las funciones no he podido evitar dar a conocer las propiedades 
de las cantidades infinitamente pequeñas, propiedades que siruen de base al cálculo 
infinitesimal” [p.i)]. En el $2 del Cap. 2 mantiene esta línea al emplear el 
plural para distraer la atención: “de entre los objetos que tienen que ver con los 
infinitamente pequeños debemos mencionar las nociones relativas a la continut- 
dad o a la discontinuidad de las funciones” [p.34]. Si bien es cierto que la 
definición de continuidad se sigue sin ningún comentario, Cauchy no 
podía arguir, como lo hizo su sucesor Lebesgue en sus Legons sur 
Pintégration et la recherche des fonctions primitives (de 1904), las que parecían 
audaces y con toda intención “muy novedosas”?: “se trata de la obra de 
un tímido que de los siete capítulos que había escrito había consagrado seis a la 
exposición de las investigaciones previas antes de abordar los trabajos que se 
consideraban revolucionarios”, Puesto que la construcción de Cauchy es 
original de súbito y no retoma ningún resultado previo, no se apoya sobre 
ninguna referencia y pretende ser al mismo tiempo normativa: “no recurrir 
jamás a las razones extraídas de la generalidad del álgebra” nos indica en su 
introducción [p.ij], enumerando explícitamente las proposiciones “radi- 
cales en un principio” [p. iv] que introduce y que rompen radicalmente con 
una práctica ¿no debemos llamar a esto una revolución? 

Ciertamente se trata de una construcción normativa, pero es abierta, 
y es éste el aspecto más novedoso, el más moderno si se quiere: al poner 
“más precisión en las teorías”, al aportar “restricciones útiles a las aseveraciones 
demasiado extendidas” [p. v], Cauchy quiere “hacer uso del análisis” al 
aproximarse a “temas de investigación que no carecen de importancia” [p. v]. 
El rigor de Cauchy —célebre— no tiene como única finalidad la 
reorganización de los fundamentos del análisis; el fundamento se busca, 
se requiere y se exige por el desarrollo del análisis mismo; es tactor activo 
de la matemática en formación. Se trata de un rigor arquitectónico y no 
tan sólo de un rigor correctivo. 





25 H. Lebesgue, Legons sur l'intégration et la recherche des fonctions primitives, Paris, Gauthier- 
Villars, 2a. ed., 1928, p. X 
26 H. Lebesgue, op. cit, p. 10. 
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Quisieramos examinar las formas — y el plural es importante— a 
través de las cuales se expresa esta arquitectura, en la medida en la que se 
trata de un modo de aproximación de lo verdaderamente específico —o 
de lo que pasa por tal— de las matemáticas. Al prescindir de las aplica- 
ciones del mundo fisico, al eliminar cualquier génesis, creemos que 
apuntala esta especificidad. 


La o las arquitecturas del análisis algebraico 


Si no nos limitamos al texto y si no nos limitamos a enumerar los 
resultados, y en la medida que queremos alcanzar el sentido de aquello 
que hemos calificado como construcción, hay más de una forma de leer 
el análisis algebraico. En todo caso hay varias maneras de Organizar el 
material ahí reunido?. No es que Cauchy quisiera a priori ser ambiguo, 
sino que lo característico de textos como el suyo es el de vivir más allá 
de la voluntad de imaginación de su autor; animados por las lecturas que 
han hecho otros creadores matemáticos, por las lecturas de los practican- 
tes que se han beneficiado de sus desarrollos hasta nuestros días, de la 
topología, de la teoría de la integración o del cálculo diferencial de varias 
variables y del cálculo exterior. Estas perspectivas diferentes, que se 
adquieren progresivamente, no deben eliminarse de una lectura de los 
manuales de Cauchy, y menos a nombre de un purismo histórico que 
correspondería a ese deseo sacrílego de algunos arqueólogos prestos a 
desnaturalizar un monumento para dejar solamente la ruina, de la cual 
es posible establecer sus fechas, pero queda reducida a un fantasma 
caricatural de la obra original. 

Un texto como el Análisis algebraico se asemeja a una partitura que 
el intérprete hace renacer a su manera con las técnicas de las que dispone. 


2 Hay hoy una cierta tendencia a los textos Únicos, que casi se vuelve religión como lo 
constata la edición del Corpus des philosophes de langue frangaise. Michel Serres, a quien 
podemos perdonar sus innumerables notas a la edición del Cours de Pbhilosopbie positive de 
Comte, notas que en su mayoría tienen por objeto el señalar lo inadaptado del Curso, y 
tienen, es la ley del género, la ventaja de hacer resaltar mejor la originalidad de Comte y la 
liga de todo su sistema. 
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La crítica será siempre necesaria para clarificar y rectificar las interpre- 
taciones. No es entonces deseable, ni posible, decir hoy qué era el Análisis 
algebraico en 1821; delimitar con seguridad su campo, su grado de 
innovación o su estructura. Y tal vez porque conocemos demasiado bien 
su herencia, no podemos dejar de estar influenciados en nuestros juicios. 
Adoptemos pues varias perspectivas —que son las que nos dan las 
diferentes lecturas históricas dela obra— para poder describir de distintas 
formas el contenido de estos dos textos tan bien organizados, sin dejar 
de mantener en cada una lo que nos parece esencial, la organización 
arquitectónica. Esta marca el signo más claro del rigor matemático, un 
formalismo que no se restringue a la notación y en el que el sello personal 
de Cauchy es innegable. 


El Análisis algebraico organizado por la demostración 
de una fórmula 


Repartido en doce capítulos, el Análisis algebraico representa 400 
páginas de pequeño formato seguidas de 170 páginas de notas. Ninguno 
de los títulos de los diferentes capítulos hace mención a algún teorema 
particular, más bien son enunciados genéricos vinculados a objetos 
identificables, como son las funciones reales en el primer capítulo, las 
funciones simétricas y alternas en el tercer capítulo, las expresiones 
imaginarias en el séptimo o las series recurrentes en el último capitulo*, 
Sin embargo una fórmula aparece con insistencia al lector que ojea el 
libro y no se limita a leer el índice. Se trata de la fórmula del binomio 
de Newton que aparece en la conclusión del capitulo VI, capítulo en el 
que termina lo que podemos llamar el análisis real:“desarrollar, cuando sea 
posible, la función ( 1+x Y en una serie convergente y ordenada en potencias 
ascendentes y enteras de la variable x” [p. 164]. Naturalmente esta fórmula 





22 Se puede observar cierta diferencia en la forma de intitular a los capitulos en los textos 
de Cauchy y el texto de Lagrange sobre el Calcul des fonctions, Lagrange privilegia el modo, 
podríamos decir el método ("de como es la ecuación primitiva singular resulta de la ecuación 
derivada ” es el título ejemplar de su lección 16, o bien “sobre la forma de obtener los límites 
del desarrollo de una función cuando sólo se conoce un número determinado de términos”, en su 
lección 9). Además, Lagrange tiene cuidado de no dar a sus lecciones el rigor de una 
explicación lineal. Intitula a su lección decimanovena y penúltima lección: “Ziggresión sobre 
las ecuaciones en diferencias finitas”. 
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no presenta ningún problema cuando 1 es un número entero, pues 
gracias a la combinatoria se ha probado desde hace mucho tiempo la 
expresión finita. 


(Le stem DO da a al Ae, 


La misma fórmula del binomio de Newton vuelve a aparecer casi al 
final del capítulo 1X, que concluye a su vez lo que podemos llamar el 
análisis complejo: “Primer problema: Encontrar la suma de la serie 


L, Ez (cos 0 + 58 senO), 


LD A cos 20 va sen20 ), etc. ..., 


en el caso en el que se atribuya a la variable z un valor comprendido entre los 
límites 2=-1y2=>+1" [p. 252]%, 

Ciertamente el libro no culmina con esta fórmula obtenida con este 
grado de generalidad, pero retrospectivamente parece que los teoremas 
se organizan a lo largo de las páginas que le preceden para conducir a la 
resolución de esta fórmula? Para constatarlo la forma más sencilla 
—aunque conceptualmente débil— es la de notar las partes del curso que 
no participan directamente en esta prueba. Ellas son muy raras, dos o 
tres páginas sobre las funciones homogéneas en el capitulo 111 y unas10 
páginas relativas a la determinación de la función coseno (trigonométrico 
o hiperbólico) en el capítulo Vil. Esto es sorprendente y nos lleva a 





2 Si hemos respetado la notación de Cauchy en esta fórmula no lo haremos con tanta 
exactitud en adelante, por ejemplo, suprimiremos el punto después del signo sen o cos. 
Abel es uno de los primeros en vincular al 4ná4fisis algebraico con la prueba de la fórmula 


del binomio. N. H. Abel, “Recherches sur la série 1 + qe E +..." Euvres, 
ed. L. Sylow, S. Lie, t. , Christiana, 1881; traducción al alemán por Crelle publicada en 
ourn, fúr reine und ang. Mathematik, t. 1, 1826. 

Estas páginas corresponden a la resolución de una ecuación funcional que aparece en la 
mecánica, aunque Cauchy no menciona esto como ya lo hemos dicho. Se encuentra entre 
la espada y la pared: por un lado su rechazo a las aplicaciones en este texto, y por otro el 
empeño en subrayar la utilidad del concepto de función continua para resolver problemas 
aún pendientes. Escoge la actitud del maternático puro: resolver sin vincular. Podríamos 
decir que es él quien constituye esta actitud. 
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interrogar sobre el título mismo de la obra que tal vez debía llamarse: el 
binomio de Newton. 

Pero esta arquitectura del Análisis algebraico es más visible aún si se 
enumeran los ingredientes que son indispensables para Cauchy en la 
prueba del biniomio de Newton, aquellos a los que él mismo se refiere 
al fabricar dos veces esa prueba. El caso en el que la variable x es real es 
muy explícito. Cauchy parte, en el capítulo VI, de una función q (H ) 
que se escribe a priori como la suma 


o(u)=1+Ex+ ELO y pd A 


en la que sólo se indica la dependencia con respecto a [1 — 1 es un número 
real cualquiera— mientras que la dependencia respecto de x se elude en 
la expresión de la función. Así x es una variable muda, ciertamente objeto 
del cálculo pero no el objeto principal, y en todo caso es una variable 
comprendida entre — 1 y + 1, sin incluir los extremos. Es notable que 
Cauchy indique explícitamente el dominio de limitación de la variable 
x en la definición de p (11 ), dejando así el estilo usual de un Euler, de 
un D'Alembert o aun de un Laplace. Que la función esté correctamente 
definida para todo x en ]— 1, + 1 [ depende así de la teoría de las series 
enteras, y Cauchy nos recuerda que el radio de convergencia — noción 
que él introdujo 2. se calculó como igual a 1 en el corolario 3 del 
teorema 2 del mismo capítulo VI. Esta insistencia sobre un teorema 
general no es trivial y tiene lugar al inicio de la prueba que se compone 
de varias etapas. En la primera etapa se demuestra que la función 
(1) es continua en 1: Cauchy se refiere explicitamente al teorema 1 
del capítulo VI, teorema sobre el que habremos de regresar puesto que 
erróneamente asegura la permanencia de la continuidad en el paso al 
límite cuando cada término de una serie es continua. Se constata en todo 
caso que la continuidad interviene explícitamente. Y el que estemos 


32 En su Calcul des fonctions Lagrange utiliza el límite de la razón de dos términos sucesivos 
de la serie del biniomio de Newton para determinar la zona de convergencia: "asi como, 0 
se le podrá emplear con seguridad, por lejos que se la lleve, si no se toman en cuenta los límites que 
hemos dado.” (p. 121). Sin embargo la convergencia no aparece de manera precisa puesto que 
no duda en considerar que “puede ser convergente en sus primeros términos” (p. 121) al evocar 
una serie divergente, en el sentido que Cauchy dio a ese término es decir no convergente. 
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habituados a proceder de esta forma no debe ser impedimento para 
subrayar el procedimiento de Cauchy, del cual es el indudable creador, 

En la segunda etapa de la prueba de la fórmula del binomio se 
muestra que la función q ( U ) satisface una ecuación funcional que se 
expresa bajo la forma 


(2) otu)o(n')=p9(1p+p”), 


ecuación válida para todos los valores reales de las variables 1 y p”. 
Si la demostración relativa a la convergencia de la serie producto 
=p (1) 0 (1') se dio en el corolario 4 del teorema 4 del capítulo VI, 
si la identificación de dos términos de cada miembro de la ecuación 2 
resulta del teorema sobre la unicidad de desarrollo en serie entera (teorema 
6 del Cap. VI), la parte propiamente combinatoria fue obtenida por 
Cauchy en el primer problema del Cap. IV. Es en efecto ahí en donde se 
prueba, para ul y L. * variables cualesquiera, la igualdad entre la expresión: 


p(p-1).. UE + HÍE— 1)... (pr+2) p” 


1-2-3.. -2-3..(n-1) 1 
-1)... -n+3 t-1 
+ » 
1-2-3..(1-2) 1-2 
3) E p(p-1) ; tl). '—-24+1 
Ci 1.2 1-2-3..2n 


¿4h "(p' 1)... (p'-2+2) 


*1 llo. (AL) 


E '"(p'-1).. (p'—2+1 
ALS O 
y la expresión 
+u +u4')-1).. +u')-2+1 
4 
(1) 1-2-3...2 


Contrariamente a lo que podría pensarse debido a la forma del 
resultado, este corolario no es sólo un simple cálculo, se deriva de un 
método para pasar de un enunciado verdadero sobre los enteros — la 
igualdad en este caso se deduce de la fórmula del binomio de Newton 
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para exponentes enteros— aun resultado válido para todos los números 
reales. Es un método que Cauchy tiene bien cuidado de aclarar y pronto 
veremos la razón. 

En fin, última etapa de demostración de la fórmula del binomio 
para el caso real, la resolución de la operación funcional (2) bajo la 
hipótesis de continuidad, proviene del Cap. V (segundo problema) 
de la cual ésta representa la epitome, Ella da la expresión 


p(p)=[0(1 ) Y" de modo que, puesto que p (1)=1+x, la fórmula 
del binomio de Newton se obtiene finalmente para un real x entre — 1 y 
+ 1 y para todo y real, bajo la forma 


=1)... =-2n+1 


A A 
¡AE MA E 


(5) (1+xP=1+pux+... 

Este resultado aparece con mayor claridad como una línea que guía 
el Cours pues los tres capítulos siguientes retoman, mutatis mutandis, todo 
lo que se estableció en el caso real para adoptarlo al caso complejo, para 
llegar a la fórmula del binomio de Newton para x compleja de módulo 
estrictamente inferior a 1 y para toda ju real??, Una frustración aparece 
puesto que la continuación natural de esta línea, con el paso al caso de 
un exponente complejo 4, no se dará sino “años después. La dificil 
memoria de Abel de 1826 en donde ésto se trata podría, por su sola 
extensión, justificar a Cauchy por no haber intentado en su curso el dar 
la fórmula más general del binomio. Pero aunque posible, el argumento 
esconde un aspecto sustancial del Análisis algebraico: se trata de un texto 
abierto, es una arquitectura pero no se pliega sobre sí misma. La mirada 
hacia lo que se ha logrado forma parte del objetivo de Cauchy y es mucho 
más importante que la contabilidad exacta de lo que se ha almacenado. 
También en las Legons sur le calcul infinitésimal, la fórmula del binomio de 





33 Es interesante escuchar aquí la crítica de Oskar Schlómilch en su Handbuch der algebraischen 
Anabsis, lena, Frommann, 1845, quien reprocha a Cauchy su falta de una arquitectura 
racional y por lo tanto intenta conferirle una. Ahora bien Schlómilch ignora el papel de la 
continuidad en la prueba de la fórmula del binomio. Por falta de una regularidad la prueba 
del crítico alemán cae de nuevo en un circulo vicioso del siglo XVIII sobre el que 
regresaremos. Para ser aceptada como tal, la arquitectura del texto de Cauchy exigirá el 
reconocimiento de los problemas anteriores, Este reconocimiento es Una de las mayores 
dificultades de la historia de las matemáticas y es precisamente ahí en donde las lecturas 
“históricas” de una obra son importantes. 
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Newton reaparece en toda su generalidad pero a través de la fórmula de 
Taylor. Que no haya inducción ni circulo vicioso con esta segunda prueba 
tan diferente, es claramente un hecho importante para juzgar el rigor de 
Cauchy —lo veremos más adelante— y también para comprender que el 
curso puede superarse, sabe eliminar procedimientos — precisamente los 
del Análisis algebraico— pues si éstos han dado resultados, sobre estos 
resultados es posible obtener meras construcciones olvidando su génesis. 
Hay en Cauchy, como en otros creadores de arquitectura, un juego del 
olvido, un borramiento de la base y el surgimiento de dinámicas 
novedosas. La descripción arquitectónica merece ser calificada. 

Si la estructuración del Análisis algcbraico en torno del binomio, tal 
y como lo acabamos de describir”, sorprende al lector moderno, este 
efecto es buscado por el propio Cauchy. Hoy la fórmula del binomio 
de Newton, la expresión en serie entera de potencias cualesquiera de 


(1+x)P, la ley que rige el cálculo aproximado de raices, se considera 
como un resultado anexo, la simple consecuencia de la fórmula de Taylor 
por el desarrollo de una potencia en serie entera tras la identificación de 
los coeficientes de esta fórmula con las derivadas sucesivas (divididas 
entre el factorial de 7). Restringir entonces el Análisis algebraico a la sola 
arquitectura del binomio nos parece fuera de lugar, mal ligado a la 
continuación en el Calcul infinitésimal a la que estamos habituados. 

No es que busquemos un reproche de inexactitud o que el edificio 
pueda tambalearse, en Cauchy la elisión de la fórmula de Taylor en la 
primera parte se presenta como un fenómeno importante y con la 
aprobación de ingenio su obra aparece afectada, asi como algunos poemas 
en donde se proscriben ciertas rimas o ciertas asociaciones de vocales. El 
matemático no puede dejar de recordar que el Análisis algebraico es sólo 
un pórtico, una primera parte, que no es un tratado de cálculo infinitesi- 
mal* y en particular el concepto de derivada no aparece, lo que prohibe 





M4 Esta estructuración ha sido olvidada por los historiadores que han atribuido a la fórmula 
de Newton sólo una importancia secundaria en el Análisis algebraico, Era una actitud natural, 
sostenida sobre la práctica de los matemáticos que disponían de la continuación con el 
Calcul infinitésimal y más aún por la propia construcción de Cauchy. Para reconocer el papel 
del binomio es necesario desarmar sin reducir a los elementos más simples. 

sd Cauchy se disculpa por utilizar los infinitamente pequeños — “no he podido dejar de dar 
a conocer las principales propiedades de las cantidades infinitamente pequeñas” [p. 15] y les da otra 
interpretación, remite para después el cálculo infinitesimal propiamente dicho— “se probará 
más adelante” [p. 166]. 
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a priori la fórmula de Taylor. Pero al decir ésto y evocar un pórtico, si es 
precisamente el objetivo arquitectónico de Cauchy, nos toca dar cuenta 
de ello sin darlo por apropiado. Tomar, al contrario, el Análisis algebratco 
como un recuento de todo lo que era posible hacer sin utilizar la 
derivación, es una calificación que al eliminar toda estructura no permite 
dar la importancia a la fórmula del binomio, Si la fórmula de Taylor no 
interviene al principio de sus Legons sur le calcul infinitésimal, una explica- 
ción propuesta implica una decisión general en cuanto al orden de los 
dos cursos: “me vi forzado a remitir al cálculo integral la fórmula de Taylor; 
esta fórmula al no poder ser admitida de manera general más que cuando la serie 
que encierra se reduzca a un número finito de términos y se complete por una 
integral definida”*, De este modo corresponde al historiador el situar 
como una primera parte lo que es sólo el principio del trabajo de Cauchy, 
para lo cual hay que ver en perspectiva general el análisis algebraico. El 
título mismo de la obra se incerta en una tradición cuyo significado nos 
resulta familiar al igual que arcaico. Este análisis algebraico ¿no es un 
juego de reglas bien delimitado del cual Cauchy hizo un pilar? 


Lo que representaba el Análisis algebraico a principios del siglo XIX 


El término nos remite, al menos, a la Introductio in analysin infint 
torusm?” que Euler publicó en 1748. Más allá de la coquetería hay tal vez 
una motivación irónica de Cauchy en terminar explícitamente su. Análisis 
algebraico con una referencia al autor cuyo programa quedaba así termi- 
nado definitivamente: “se puede consultar la excelente obra de Euler cuyo título 
es Intoductio in analysin infinitorum” [p. 576]. En todo caso, asi como pasaba 
en silencio la fórmula de Taylor, Cauchy no seguía los pasos de uno de 
sus predecesores en la catedra de análisis en la Escuela Politécnica, 
Lagrange, quien intentó culminar el programa de Euler tanto en su 7héorie 
des fonctions analytigues, cuya segunda edición apareció en 1813, como en 
su Calcul des fonctions, del cual una edición apareció en 1806, Es demasiado 
decir que el Análisis algebraico no constituía un cuerpo organizado de 


36 A. L. Cauchy, Résumé des legons données d l'École royale polytecbnique sur le calcul infinitésimal, 
París, Debure, 1823, Introducción p. 5 (la fórmula de Taylor aparece en la lección 36). 

37 L Euler, Introductio in analysin infinitorum, Lausanne, Bousquet, vol. 9, 1748. Leonbardi 
Euleri Opera Omnia, Ser, 1, vol. 8-9. 
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manera rígida y que su reorganización estaba en juego cuando Cauchy 
intervino, 

Previo al cálculo diferencial y al cálculo integral, Euler inaugura con 
su tratado de 1848 un nuevo campo cuyo primer objetivo es el estudio 
de las funciones y sus determinaciones y cuyo segundo objetivo es la 
clasificación de las curvas. De manera sistemática evocaba las propiedades 
de las funciones de base —los polinomios de una de o varias variables, 
las exponenciales o los logaritmos, las funciones trigonométricas— 
cuidándose de dar una definición precisa y generalizable en el plano 
(complejo fuera del caso de los polinomios). El análisis buscaba la 
obtención del desarrollo de estas funciones en series enteras a partir de 
una hipótesis de estructura, la obtención de cualquier número real como 
producto de un infinitamente grande y de un infinitamente pequeño y 
de algunas reglas de límites y el reemplazo de cantidades infinitamente 
grandes e infinitamente pequeñas por sus equivalentes mediante los 
procedimientos del álgebra de polinomios. Una vez obtenido el desa- 
rrollo, el paso a los números complejos — que no se discute y sólo justifica 
por la permanencia de la forma— generaba otras representaciones para 
las funciones. Por ejemplo para z complejo, la expresión del desarrollo 
en serie y 


Z Zz 2 
ei ES 


daba, para y real, la fórmula 
(6) d?=cos y + ¿sen y. 


Es pues la obtención de tales identidades, a partir de las repre- 
sentaciones analíticas de las funciones, el objetivo asignado a este análisis 
previo. Quedaba pendiente, sin embargo, justificar la extensión máxima 
del campo de las variables que intervenían en las identidades encontradas 
por medios de desarrollos que no eran siempre convergentes y mediante 
los cambios de variables, por ejemplo el paso (6) para los valores 
complejos de y. En este sentido el análisis algebraico era problemático 
puesto que carecía de medios para alcanzar sus objetivos**. Se interrogaba 
también sobre la validez de una fórmula como la de de Moivre. 


Y Ver por ejemplo J. Dhombres, Une école révolutionnaire en U'an TÍ. anexo 6, Paris, Dunod, 
1992. 
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(cos x+vV=1 senx)”= cosmx+W-1 senmx 


pa E da 39) 
cuando se intentaba pasar de un entero » a un número real arbitrario”. 


De la misma forma se interrogaba sobre la validez extensiva de la fórmula 
del binomio de Newton”. En resumen, para retomar la expresión de 
Cauchy, era necesario examinar la extensión de la generalidad del álgebra. 
Hasta aquí lo que se refiere al término álgebra en la expresión que retiene 
Cauchy quien, es claro, crítica a sus predecesores al retomar su propio 
vocabulario. ¡Nos queda el término análisis! 

Al hablar únicamente de un análisis infinitesimal, olvidando el 
plural en el título de Euler —análisis de los infinitos— se pierde la 
distinción entre dos papeles asignados al infinito. El primero de ellos, 
que es fundador, consiste por ejemplo en que si x tiende a 0 y m hacia 
infinito, al escribir y = » x, entonces bajo la forma %, si se parte de 





4 = 1 + kx, y sólo se toma en cuenta que £= lim entonces 


A A 7 Pe + 
(n-1) 
AA 


lo que da a su vez, por medio de la identificación de = con 1 y 


de ( nx Y con y, la expresión que permite el cálculo de la exponencial" 


2 n 
ai O Be LN 
11. 2! nm! 


Este papel del infinito es fundamental. El segundo papel, muy 
diferente, se encuentra en la escritura de la serie entera con la adjunción 
indefinida de términos, una manipulación que podía regirse mediante 
reglas formales, las que era necesario elaborar. Un programa atractivo de 
reorganización del análisis algebraico consistía en reducir el primer papel 
del infinito al segundo. Dicho en otras palabras en fundar todo sobre el 





39 Esto a sido bien señalado por H. N. Jahnke, Motive und Problem der Arithmetisierung der 
Matbematik in der ersten Hálfie des 19. Jabrshunderts, Cauchy's Anabsis in der Sicht des 
Matbematikers Martin Ohm. Archive for the History of Exact Sciences, 37, 1987, pp. 101-182. 
40 Las distintas prucbas de la fórmula del binomio de Newton hasta Abel en 1826 fueron 
el objeto de una monografía escrita por M. Pensivy, “Jalons pour une ¿pistemologic de la 
formule du binóme de Newton” Sciences et Techniques en Perspectives. Vol. XIV, 1987. 

Lagrange afirmará en su Théorie des fonctions analytiques que Halley, y no Euler es el inventor 
de este juego particular del infinito ($ 22, p. 18). 
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cálculo de las series enteras. Lagrange propone tal vía*?, que había sido 
elaborada, por cierto en época muy temprana en Turin, y que puso en 
forma en 1797 en su Théorie des fonctions analytiques de la cual es prudente 
dar ahora el subtítulo completo: “desprendidas de toda consideración de los 
infinitamente pequeños o de las magnitudes evanescentes de los límites o de las 
Juxiones, y reducidas al análisis algebraico de las cantidades finitas”, El mismo 
retomó esta vía en su Calcul des fonctions cuyo objetivo, el desarrollo de 
una función en serie entera, está bien descrito en el primer capítulo: “es 
pués más natural y más simple considerar inmediatamente el desarrollo de las 
Junciones, sin emplear el circuito metafísico de los infinitamente pequeños o de los 
límites; y es llevar al cálculo diferencial a un enigma puramente algebraico al 
hacerlo depender de este desarrollo ”"*. 

Por brillante que hubiera podido parecer, la tesis de Lagrange no 
permitió estructurar verdaderamente al análisis algebraico porque no 
respondía al problema central de la extensión de las fórmulas analíticas. 
Otro programa de reorganización podría consistir en dar un sentido más 
profundo al concepto de límite sobre el cual D'Alambert fundaba sus 
esperanzas en algunos artículos célebres de la Enciclopedia, y que S. F. 
Lacroix adoptó. La dificultad de este programa radicaba en que era 
necesario tomar en cuenta de manera simultánea los dos papeles del 
infinito en el Irtroductio de Euler. 

Pero no todos los autores tenían la intención de reorganizar este 
análisis algebraico y buscaban, a pesar de los problemas de fundamento 
y de objetivo que aún no estaban claros, extender y proseguir su 
desarrollo. Encontramos pues en el marco del análisis algebraico estudios 
sobre las series enteras al margen de cualquier convergencia numérica y 
en particular el desarrollo de un análisis asintótico encargado de recu- 
perar la información de las series divergentese. Este aspecto del análisis 
algebraico fue redescubierto hasta fines del siglo XIX, precisamente 
después de la ola arrolladora de la matemática de Cauchy, lo que nos 
muestra una vez más que este autor rompió un movimiento previo**, 





2 Una descripción fiel del proyecto de Lagrange esta dada por J. L. Ovacrt, La thése de 
Lagrange et la transformation de Fanalyse, en Houzel, Ovaert, Raymond, Samuel, Philosophie 
et calcul de l'infins, Maspero, París, 1976, pp. 159-199, 

bd J. M. Lagrange, Calcul des fonctions.... 0P. cil., p. 10. 

4 El redescubrimiento de las series divergentes no significó un abandono del canon de rigor 
que estableció Cauchy y más bien significó un fenómeno de absorción, el surgimiento 
ulterior de un punto de vista olvidado, que se adaptó a la corriente dominante (Gf. E. Borel, 
Lepons sur les séries divergentes, Paris, Gauthier-Villars; G. H. Hardy, Divergent Series, Oxford). 
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Pero también hay un juego en el análisis algebraico, juego formal sobre 
las series enteras que se asemeja a un álgebra en donde se considera a las 
series como polinomios de un grado infinito: elevación de una serie a 
una potencia entera, composición de series por función de función, 
inversión de series, etc. De golpe todo el cálculo diferencial queda 
excluido de este análisis por lo que en ocasiones se intentó reemplazarlo, 
incluso pudo aparecer como una derivación del programa de Euler y en 
ella se incluyen varios matemáticos de la escuela combinatoria alemana. 
Derivación, en el sentido de Euler, que concebía al análisis algebraico 
nicamente como una introducción y no como un fin en sí. Al igual 
que Cauchy por cierto, pero ya no se trata del mismo análisis algebraico 
y ello explica por qué el segundo tuvo éxito en superar los problemas que 
el primero no supo evitar. Encontramos aún en el análisis algebraico 
trabajos sobre la convergencia de las series enteras, trabajos que son muy 
próximos de algunas demostraciones de Cauchy. El caso más claro es el 
estudio que Gauss hizo de las series hipergeométricas”, y no debemos 
olvidar al propio Lagrange quien en la lección IV de su Calcul des Fonctions 
procede por encaje y cálculo de los residuos a partir de una serie alterna*, 

A pesar de su variedad, los teoremas que aparecen de manera 
recurrente en el análisis algebraico que dominaba antes de Cauchy son 
los escollos de una teoría que no había alcanzado aún su realización. Ellos 
se refieren a ciertas identidades. El binomio generalizado de Newton es 
uno de esos temas y podemos ver cómo interviene en Euler, y en algunos 
otros, teniendo como consecuencia la expresión de la potencia de una 
función trigonométrica en combinación aditiva de la misma función con 
argumentos múltiples. La validación de tales fórmulas seguía siendo un 
objetivo. 

A decir verdad el binomio de Newton desempeña un papel suple- 
mentario en relación a las otras fórmulas, puesto que articula al análisis 
algebraico con el análisis diferencial que práticamente había quedado 
proscrito, aún cuando esta articulación sea problemática; en efecto, es el 





45 . a... . . . . 
Disquisitio generales eirca seriem infinitam 


1+2B,,2(0t1 Jp(p+1 a, 2la+i Ma +2)p(B+1 HB 
l-y 1-2-y(y+1) 1-2-3-y(y+1)Cy+2) 
Comm. soc. Reg, scient. gottigensis, 1813, pp. 146 y Werke, Vol. 2, pp. 123-162. 
46 Ver por ejemplo las páginas 43, 44 y 45 de ésta lección así estaremos seguros de obtener a 
través de estas expresiones los logarítmos exactos hasta s cifras. ». 
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binomio, válido para un exponente cualquiera, el que permite calcular 
la dirivada de una potencia cualquiera, un resultado del cual el cálculo 
diferencial no puede prescindir. La dificultad consiste entonces en probar 
la generalidad de la fórmula del binomio, sin hacer intervenir la pro- 
piedad de la derivada de una función potencia. Por ello estaban 
tan estrechamente ligadas la fórmula del análisis algebraico que daba 
(1+xP=1+pux+..., para un y cualquiera, y la del cálculo diferencial 
d(* 

du 
de un círculo viciosos que no había podido romper, al igual que sus 
sucesores, a pesar de las numerosas tentativas en las que había participado 
todos los intentos de reorganización del análisis algebraico. Lógicamente, 
aun cuando el análisis algebraico debía preceder al análisis diferencial, 
este lugar no estaba asegurado. Es precisamente la distinción entre un 
antes y un después lo que logra con éxito Cauchy, pues podía haber una 
tercera vía: se comprende entonces por qué fue buscado con tanta 
insistencia por parte de la Escuela combinatoria alemana un “teorema 
fundamental del análisis” que Hindenburg creyó haber encontrado con 
la elevación de una serie a una potencia, Der Polynomische Lebrsatz. das 
wichtigste Theorem der Ganzen Analysis, según el título adoptado para su 
libro en 1796. Esta escuela se continuó en el siglo XIX con A. A. Rothe 
y sus trabajos fueron bien difundidos en los manuales como el de Martin 
Ohm o el de E. H. Dirksen en reacción al Análisis algebraico. Esta reacción 
se debe menos al vocabulario novedoso de Cauchy que a una tentativa 
más antigua de obtener una estructura muy diferente. En Francia, la obra 
de J. G. Garnier, quien reemplazó a Fourier como profesor de análisis en 
la École Polytechnique durante una estancia de éste último en Egipto, 
hace un análisis selecto de los resultados y métodos del análisis algebraico 
hacia 1800%, tal y como lo había intentado ya anteriormente Lacroix en 
su introducción al 7raité du calcul diférentiel et du calcul intégral que será 
reimpreso en 1810. De este balance se excluyen los métodos combinato- 
rios alemanes y el original cálculo de las derivaciones de Arbogast% o las 
funciones análiticas de Lagrange. Se excluyen también las dudas sobre la 


=U x*7*, Euler mismo había reconocido la existencia 





que daba 


A J. F. Garnier, Legons de calcul difiérentiel et intégral, París, Baudouin, 1801, 

MEA Arbogast, Du calcul des dérivations, Estrasburgo, 1800. Un estudio detallado de este 
libro se debe a J. P. Eriedelmeyer, Le calcul des dérivations d ÁArbogast et son influence, tesis, 
Universidad de Nantes, 1992; por aparecer en los Cabiers d'Histoire et de plilosopbie des sciences, 
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constitución de un campo matemático particular. Estaba esencialmente 
asociado al análisis algebraico de principios del siglo XIX la presentación 
de las funciones elementales, exponenciales y trigonométricas este marco 
elemental que parecía no tener riesgos era sin embargo dudoso. En efecto, 
podría desaparecer del horizonte de este nuevo campo la fórmula de 
Taylor, la cual vale para todas las funciones elementales. Aun si esta 
fórmula, debido a la presencia de las derivadas sucesivas, salía del marco 
algebraico, el hecho de que Euler hubiera intentado su demostración 
utilizando la fórmula del binomio de Newton no se había olvidado, aún 
cuando su método no se volvió a utilizar. En suma la fórmula de Taylor 
servía de frontera al análisis algebraico el cual podía verse como todo 
aquello que es posible hacer sin esta fórmula y como todo lo que es 
necesario hacer para demostrarla. Cauchy dejó de lado este papel de la 
fórmula de Taylor y la remitió al cálculo integral, al mismo tiempo que 
daba un sentido novedoso al análisis algebraico adaptándolo como un 
paso o una formación, como una propedéutica, y no como un recurso 
más simple y eventualmente menos riguroso. Si Cauchy mantiene la 
expresión “análisis algebraico” a la que él mismo había inflingido 
cambios tan profundos, es porque él consideraba que debería de perder 
su adjetivo y devenir simplemente análisis, Este análisis debe hacer 
desaparecer también a su origen. 


Las operaciones de completud de Cauchy: una revolución tranquila 


Al describir así las metas del análisis algebraico, al interpretar como un 
programa el texto de Euler al igual que la mutación llevada a cabo por 
Cauchy, al insistir sobre un orden de presentación, tal vez minimizamos la 
práctica matemática, esta rectificación continua de pruebas mediante la 
incorporación de lemas que vienen a llenar las lagunas, y que 1. Lakatos 
asegura que informa a la teoría”, Es bien claro que si Cauchy “reformó” las 
pruebas disponibles de la fórmula del binomio de Newton es porque 
meditó las demostraciones de Euler y de otros, y si no menciona a esos 
autores en su obra, es tal vez porque los ha desviado en provecho de una 


%9 1. Lakatos, Proof and Refutations. The Logic of Mathematical Discover, J. Wosral, E. Zahar 
(eds.) Cambridge University Press, 1976, 
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construcción distinta en la cual la continuidad se convirtió en una piedra 
angular — Different proof yield different theorems— %, 

La lectura de Euler por Cauchy se torna clara a propósito del 
establecimiento de la ecuación funcional que trata sobre la transforma- 
ción de una suma en un producto que el matemático más celebre del 
siglo XVIII proponía en 1774. El llamaba [ y ] a la serie del binomio*!: 


1-2-3-2 


y se daba a la tarea de establecer la relación [1 ][p"]=[p1+p”), 
mediante el método de las series, es decir poniendo a priori el producto 
[1 ][ 1” ] bajo la forma de una serie de potencias: 


lll Aye 


Validar (2), es decir el producto de los corchetes en la escritura de 
Euler, es aceptar la unicidad del desarrollo en serie entera y probar que 
para cualquier entero x, sí se hace 


O ADE AAA 


12-32 
se tiene automáticamente 


(8) Arn( 1,1 ")=a(p+pu). 


Desde luego que la igualdad (8) representa la igualdad de las expresiones 
(3) y (4) que Cauchy prueba en el capítulo IV del Análisis algebraico como 
ya lo vimos. El reencuentro de Euler y Cauchy es claro, Pero la de- 
mostración a la que se remite Euler se apoya sobre el principio de 
permanencia de una forma funcional —es la antigua vía para tratar a las 
funciones— ya que este principio justifica el paso automático de un 


eL Lakatos, op. cit., pp. 65 s. 
de a Euler, “Demonstratio theorematis newtoniani de evolutione potestation binomíu pro 
casibus exponentes non sunt numeri integri”, Novi Comm, Acad. Sc. Petrop. 19, 1794, pp. 
103-111; Leonhardy: Euleri Opera Omnia, ser, 1, vol. 15, pp, 207-216, 

Una traducción francesa de Euler apareció en J, Dhombres, “La rigueur mathématique, 
Euler et le XVIII siécle”, Actas de la Universidad de verano sobre la historia de las matemáticas, 
IREM de Toulouse, Toulouse, 1986, pp. 163-255. 
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resultado válido para los enteros (la exactitud de la relación (8) cuando 
H y U” son enteros proviene de la fórmula del binomio finito, es decir 
cuando el exponente es entero) a un resultado válido para todos los 
números reales. A pesar del elogio que hace Euler — hoc ratiocintum non 
vulgare probe notetur, quoniam eo tota vis nostrae demonstrationis“— Cauchy 
abandona sin pesar este principio “extraído de la generalidad del álgebra” y 
se apoya con rigor sobre la naturaleza polinomial de las expresiones 
Ana, p')enp,p”, y an( 1) en M. Lo que le pemite concluir sin 
dificultad la igualdad (8) toda vez que ésta se cumple para una infinidad 
de valores. Es el teorema 1, $2, Cap. IV del Análisis algebraico del cual 
vemos que completa el resultado de Euler. 

Para poder aparecer, y el ejemplo es claro, el rigor de Cauchy no ha 
tenido necesidad de criticar explícitamente a Euler: de alguna forma este 
último es “reformado” sin ser citado, rigorizado a través de una sana 
utilización de la noción de polinomio, también es “completado”. Al 
lector le queda la tarea de constatar que esta es una manera en la que 
Cauchy se deshace de la noción de función como forma. Al lector, al cual 
Euler no dio información —un alumno de la escuela politécnica por 
ejemplo— sería inútil decir más pues este último debe sustentar su 
comprensión en la sola definición de función dada por Cauchy en el 
capitulo l: “cuando las cantidades variables estan de tal manera relacionadas 
entre si que dado el valor de una de ellas es posible conduir los valores de las 
demás, concebimos a esas diversas cantidades expresadas por medio de una de ellas 
que toma entonces el nombre de variable independiente; y las otras cantidades 
expresadas por medio de la variable independiente se llaman funciones de estas 
variable”. Un polinomio es pues una función particular sobre el cual 
puede valer el principio de permanencia de las formas que Euler atribuía 
con mucha generosidad. Para hablar con rigor se debe marcar la restric- 
ción y eliminar lo impreciso. 

Que Cauchy “completa” a Euler se ve de manera ejemplar en su 
resolución de la ecuación funcional (2) ya que éste sólo la resuelve para 
la versión reducida de los números naturales y sólo expresa la fórmula 
del binomio par un exponente racional “positivo o negativo”, es decir 
con su notación: 





s : . : 
2 «Este razonamiento no se debe considerar como anodino puesto que toda la fuerza de la 
demostración descansa sobre él”. 
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(5)=aar 


Que Euler se detenga en los racionales, y que no pase a un exponente 
cualquiera, no es sólo simple desinterés sino más bien el signo de una 
incapacidad teórica de ir más lejos en la vía funcional explorada*, La 
dificultad de una transición a un exponente real cualquiera es de 
principio, la cual es eliminada por Cauchy gracias a la continuidad de la 
función [ y ] la que se apoya sobre el hecho de que “un número irracional 
es el límite de las diversas fracciones que dan valores cada vez más próximos” *, 
Cosa que Cauchy nunca dejó de subrayar cuando dictaba su curso. Al 
resolver el problema de la fórmula del binomio de Newton, al completar 
las demostraciones antiguas sin alterar su orden, Cauchy encontró los 
conceptos eficaces del análisis y su Análisis algebraico tiene como objetivo 
el mostrar ésto, 

A falta de una documentación más explícita y de algún testimonio, 
es dificil asegurar una causalidad en el descubrimiento — la creación de 
la continuidad con el objeto de mostrar rigurosamente la fórmula del 
binomio— pero al menos el texto conlleva un orden en el que la 
continuidad desarrolla su funcionamiento en una regulación de pruebas 
previas al binomio de Newton. ¿Revolución o tradición? La pregunta 
obtiene una respuesta a través de una síntesis hegeliana casi perfecta. Si 
la continuidad aparece en el Análisis algebraico de Cauchy como la piedra 
angular sobre la que se apoya el peso de la construcción, no se debe olvidar 
el otro papel que juega, la cimentación de las diversas pruebas en los 
cursos de Cauchy y la incorporación de una tradición. ¿Se trata de una 
tradición? 

Que la justificación del paso de los racionales a los reales haya sido 
antes de Cauchy un verdadero bloqueo no significa a contrario que, 
planteada ab ovo, la continuidad resuelva todo mágicamente, 





3 Euler intentará otro camino, igualmente funcional, para obtener la fórmula del binomio 
pero sólo se conocerá después de su muerte: “nova demonstratio quod evolutio potestatum 
binomii newtoniana etiam pro exponentibus fracte valeat” Nova Ada Acad. Se. Petrop. 5, 
1787 (1789), pp. 52-58; Opera Omnia, 1, vol. XV 1-1, pp. 112-121, El título indica claramente 
la limitación del exponente a los valores racionales. 

Se comprende bien porque hay una interrogación en el estudio de T. Koetsies “Cauchy's 
Rigorous Calculus: a Revolution in Kuhn's sense?”, Nieuro. Arch. voor Wiskunde (4), 5, 1987, 
pp. 335-354. 


> 
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Es particularmente interesante constatar que Cauchy, en relación al 
binomio de Newton, no tomó en bloque la tradición matemática anterior 
sino que seleccionó con cuidado la vía de Euler, por encima de la de 
Lacroix y la de Lagrange, aún cuando ambas nacen del método fun- 
cionalóS, a pesar de ser más simples de manipular y aparentemente más 
faciles de reformar. Vale la pena dar cuenta de ello si se quiere resistir a 
la tentación de presentar a los textos de Cauchy como una simple 
construcción mecánica una vez que se adopta la decisión del rigor; si se 
quiere mostrar que el rigor no es sólo una decisión sino que implica una 
elección muy rigurosa de lo que le ha precedido. El rigor rima con la 


elección si se tiene ya un criterio. 

Lacroix intenta probar el desarrollo en serie de (p+x)* sin res- 
tringirse al caso de los valores enteros y positivos de pu: “debemos de 
mostrarla nuevamente con un procedimiento que no esté sujeto a esta restricción”, 


Un argumento combinatorio — una asociatividad puesto que se trata de 
la identidad ((p+x) + P=(p+(x+u))— lo lleva a la escritura 


(+ P=1+/(u) +10) 0 


5 2), 
+ +. 
1-2-3 dá 





0) 


en la que sólo interviene una función fde 4, la cual es a priori desconocida, 
y es la función que se trata de determinar, La relación sobre las potencias 
que presupone su definición para números y y 4” cualesquiera, 


(rr e a, 


junto con la unicidad del desarrollo en serie entera que Lacroix no evoca 
en su exposición, discrimina la ecuación funcional 


(10) Fura) = fu yA a), 


55 Este método se describe en J. Dhombres, “Les présupposés d'Euler dans Vemploi de la 
méthode fonctionnelle”, Revwe d'Histoire des Sciences, XIL-2, 1987, pp. 179202 y en ]. 
Dhombres, “Un texte d'Euler sur les fonctions continues et les fonctions discontínues, 
véritable programme d'organisation de l'analyse au 188 siécle”, Cabiers du Séminatre d “Histoire 
des Matbématiques, 1988, vol. 9, pp. 1-73. 

6 $. F. Lacroix, Traité du calcul difítrentid et intégral, t. 1, París, Courcier, 1810, p. 19. 


Cc) 
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ecuación más simple que la que gobierna a la función[ y ] de Euler, y 
para la cual el paso a los números racionales es casi trivial puesto que se 
tiene evidentemente f( 1)=1 


í ¿ 

De ahí, al igual que Euler pero por otra vía, Lacroix dispone de la 
fórmula de Newton para el caso racional. Pero al igual que Euler no pasa 
directamente a los exponentes irracionales. Tenemos pues el mismo 
bloqueo ante el cual está obligado a dar un gran rodeo. De hecho emplea 
otro método, y él no lo oculta, al usar el desarrollo en serie entera de la 
exponencial, y luego la del logaritmo de la que extrae de la forma general 
de f( n Y”. Pero en este nuevo marco esta última función es redundante. 
Finalmente la ecuación funcional no ha dado resultado. 

Lagrange encuentra la misma dificultad en su Calcul des fonctions, a 
pesar de que su exposición estaría mejor organizada a partir del desarrollo 
en serie entera de cualquier función con la identificación de los coefi- 
cientes de las potencias con las derivadas sucesivas de la función. Es la 
expresión de la fórmula de Taylor (sin residuo) en la que, a decir verdad, 
importa sobre todo el hecho de que el paso de f(") a f("*U sea de la 
misma naturaleza que el paso de fa f', sin que éste requiera para ser 
precisado de una operación límite: 


(12) PROA OR EJ. ; 


Lagrange se enfrenta de inmediato al problema del cálculo de la derivada 
de una potencia cualquiera 


(13) ajax, 


Cuando “el exponente 1 es un número cualquiera entero o fraccionario, 
positivo o negativo, se demuestra fácilmente por medio de las primeras operaciones 
del álgebra que los dos primeros términos de la potencia y del binomio x + i son 
e + ua 2 4%. Así se tendrá con esta restricción para la variable ut: 


37 S, E, Lacroix, op, cit, n.35, p.55 

AL Lagrange, Sur le calcul des fonctions, nouvelles legons. Sesiones en las Escuelas Normales 
recopiladas por los estenógrafos y revisadas por los profesores, t. 10, París. A PImprimerie du 
cerclesocial, 1801, lección tercera, p. 25. Hemos modificado la notación de Lagrange al 


reemplazar su » por j1. Igualmente en la fórmula (12) hemos modernizado al anotar f ( Din ! 
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(14) f(x)= ue. 


El autor de la Mecánica Analítica prosigue con un argumento, que 
es uno de los más sólidos en Cauchy, pero del cual se desprende de 
inmediato sin poder ir más lejos. “Como todo número racional puede 
encerrarse entre límites racionales tan próximos como se quiera, se podría conduir 
de inmediato la verdad del resultado anterior para un valor irracional cualquiera 
de ys, puesto que es posible, al aproximar los límites, disminuir el error a voluntad. 
Pero como se trata aquí de la forma de la función derivada y no de su valor 
absoluto en cada caso particular, creemos que debemos dar, para no dejar ninguna 
duda sobre esta proposición fundamental, una demostración tan general como 
rigurosa”?, 

Al abandonar la permanencia de una forma, como la (14), de los 
enteros a los números reales, Lagrange se acopla al cálculo previo de 
Lacroix —sin citarlo— y llega a su vez a la ecuación funcional (10), la 
que modifica de inmediato añadiendo una variable suplementaria 


(15) Furio fa 0) = ff"). 


El desarrollo (12) aplicado dos veces al miembro de la izquierda y la 
identificación de los coeficientes de la variable ¿en primer orden dan una 
igualdad sobre la derivada de la función f 

F(n)=F (10). 

“De donde se concluye que el valor de la función f' (1 * ) debe ser independiente 
de la variable ds Por integración, con los coeficientes a y b por 
determinar, llega a la forma f(H)=<p + h; pero el caso 1 =0 da 
b=0yel caso y =1daa= 1. Así, luego de un primer tropiezo, Lagrange 
puede deducir por la vía de la ecuación funcional la fórmula del binomio 
y comentar que esta es “al vez la única prueba rigurosa que se haya dado 
hasta abora”. 

Cauchy no intenta “reformar” las tentativas simples de Lacroix y de 
Lagrange, las cuales no podía ignorar; no les aplica el nuevo concepto de 


función continua, el cual podíamos utilizar eficazmente a este propósito. 
El que haya adoptado solamentre la vía de Euler se puede comprender si 


52 J'L, Lagrange, op. dit, pp. 25-26. 
6 Ibid, p. 26. Lagrange escribe F* m en donde nosotros escribimos f ' (1 ). 
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se reconoce al Análisis algebraico bajo una óptica arquitectónica, ya que 
tanto el procedimiento de Lacroix como la prueba de Lagrange exigirían, 
para ser “reformadas”, la prueba de la continuidad de la función fou) 
esta prueba no puede apoyarse directamente sobre la continuidad de la 
exponencial (1 + x Y de la cual dispone Cauchy, sino que debe examinar 
la dependencia en 1 del primer coeficiente de x en el desarrollo. Esta 
dependencia no presenta ninguna evidencia. Es por principio que 
Cauchy no podía adoptar los procedimientos de Lacroix y Lagrange, 
puesto que con ellos reencontraría de facto el círculo vicioso ya detectado 
en el siglo XVIII: la expresión de la derivada de una potencia cualquiera 
a partir de la fórmula del binomio, establecida ella misma para la 
expresión de la derivada de una potencia. En efecto, ¿qué otra cosa es la 
función desconocida f( LL) sino la primera derivada de (1+x) 
Suponerla continua, o aun el intentar probar su continuidad en el sentido 
de Cauchy, es a priori afirmar, o intentar demostrar, la propiedad del 
objeto que se intentaba contornear por el procedimiento funcional; sería 
pues negar el artificio que se encuentra en el orígen del procedimiento 
seguido y nulificar el sentido de un análisis algebraico. Conocedor del 
debate de la tradición analítica, Cauchy no habría caído en la trampa. Su 
rigor no consiste en una corrección de todas las pruebas anteriores; es 
mas bien la elección de una vía directa que pueda reemplazarlas a todas, 
Esta vía en el Análisis algebraico es la de la fórmula del binomio probada 
por el método funcional e informado por la continuidad'!; ya hemos 
insistido en el hecho de que esta vía estaba también destinada a ser 
superada. 

El rigor de Lagrange, no menos proclamado, consistió por un lado 
en no proseguir el paso de los números racionales a los reales bajo la 
fórmula (14) —-la permanencia de la forma no podía justificarse— pero 
más que eso en la búsqueda de una prueba que fuera homogénea con el 
procedimiento fundador de las funciones y de su análisis; es decir, 
basados sobre las derivadas concebidas como coeficientes en la fórmula 
de Taylor (12). Usualmente más superficial en sus apreciaciones, Lagrange 
insiste sobre la lógica, que organiza toda su construcción: “la demostración 
precedente no deja ninguna duda en cuanto al rigor y a la generalidad; ella 





6 En la línea de Euler, la continuidad indispensable de [m2] es resultado de un teorema 
“natural” el cual Cauchy también enunciará de manera falsa. Regresaremos sobre este punto, 
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depende fnicamente de las funciones derivadas de la forma más simple y da desde 
el principio un ejemplo notable de su uso en el análisis, No importa qué se 
piense de la fórmula de Taylor — necesidad de orden axiomático o prueba 
intentada por Lagrange— en su tesis la derivación es a la vez operación 
de base y concepto fundamental. ¿Este concepto puede fundamentar al 
análisis? No en un sentido restringido del análisis puesto que la deri- 
vación reduce esta rama al sólo desarrollo de Taylor. Aun cuando es a 
propósito de este desarrollo que surgirán las dificultades teóricas, el 
fracaso de Lagrange aparece cuando, con la derivación, gira y se reencuen- 
tra con Jos textos previos del cálculo diferencial y del cálculo integral, los 
cuales no modifica sustancialmente”, Lagrange pudo aparentar arreglar 
un problema de fundamento, pudo dar la impresión de un rigor 
algebraico, pero en realidad no intentó una nueva arquitectura del 
análisis. 
Alumno de la École Polytechnique cuando se reeditaba el Calcul des 
fonctions de Lagrange*, Cauchy no se da por satisfecho diez años después 
con esta presentación de la derivada en 1821 y ofrece una presentación 
alternativa que se organizaba en torno de la continuidad: de manera 
radical la derivada no interviene en absoluto en el Análisis algebraico y es 
desplazada al Calcul Infinitésimal (en la lección 3) y desde ahí organiza a 
su vez, al ser retomada en el cálculo integral y completada por la fórmula 
del Taylor (o de Mac Laurin) con residuo integral (en la lección 38). El 
punto de partida de Lagrange es pues la conclusión de Cauchy: el 
procedimiento de Cauchy es en un sentido estricto una inversión del 
orden de Lagrange. La inversión de un estilo dominante no es la inversión 
de la tradición, de aquella nacida de Euler ya que el procedimiento de 
Cauchy está completamente moldeado. 
¿Tenía necesidad de hacer explícita esta inversión de las ideas de 
Lagrange, la que se podía fácilmente constatar? Es claro el silencio de la 





62 J. L, Lagrange, Sur le calcul des fonctions, op. cit, p. 30. 

> Lagrange que dice explícitamente haber “reducido el cálculo diferencial a sus verdaderos 
elementos, las funciones derivadas” (Calcul des fonctions, lección 19, p. 397) no abjura de los 
resultados ya adquiridos en el cálculo diferencial y de hecho se suma a las exposiciones 
tradicionales. Véase por ejemplo sus artículos 114 6 133 de su Théorie des fonctions analytiques. 
e J. L. Lagrange, Legons sur le calcul des fonctions, 2a. ed., París, 1806; (Exuvres complites, 
Gauthier-Villars, t. 10, 18. Ver también J. L. Lagrange “Legons sur le calcul des fonctions”, 
Journal de U'École polytechnigue, t. 5 cuaderno 12, Thermidor año XIL, 1804, pp. 1-130 y 
“Supplément aux legons sur le calcul des fonctions donnés en Pan VII (1799) á P'École 
polytechnique”, 1bíd, t. 7, cuaderno 14 abril 1808, pp. 1-90. 
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introducción en el que el nombre de Lagrange no aparece, este nombre 
sólo se asociaba una fórmula de interpolación a la que, por cierto, se 
prefiere la forma newtoniana para el cálculo efectivo (es la nota 5 del 
Análisis algebraico). 

Ciertamente dos años más tarde en sus Legons sur le calcul infinitésimal 
Cauchy puede exhibir una función que pone en entredicho el fun- 
cionamiento elegido por Lagrange con el desarrollo en serie entera. Lo 
hace precisamente en su lección 38, la antepenúltima lección, al final de 
la cual recuperó la fórmula del binomio de Newton para un exponente 
complejo. 

“Se podría creer que la serie 


3 
Xx 


1-2-3 





2 
AO red A Pr (0),... 
tiene siempre a F( x ) como suma cuando es convergente, y que en el caso de que 
sus diferentes términos se anulen uno tras otro, la función F( x) también se 


anula. Pero, para asegurarse de lo contrario, basta observar que la segunda 
2 


l 
ads EA is 
condición se cumple si se supone F(x)=e z |» la primera condición se 
2 


E Es (1) 
cumple si se supone F(x)=e * +e- > Sin embargo la función e— pr 
no es idénticamente nula y la fórmula que se deduce de la siguiente hipótesis tiene 


2 
; Desde 


e AR 1 
como suma a su primer término € * y no al binomio € * +c— E 
2 
: : (1) 
hace tiempo se sabe que las derivadas sucesivas de e - se anulan en el 


x 
origen, o mejor dicho, que el límite en el origen de la expresión es nulo”S, Cauchy 


deduce una condena teórica””: “no es posible sustituir indistintamente las series 
a las funciones, y para estar seguro de no cometer un error, se debe limitar esta 


6 Ver para estos cálculos 1. Grattan-Guinness, “Convolutions... ”, pp. 735-737. Nie— cm 
ni sus derivadas sucesivas estan definidas en x= 0 de modo que los valores en ese punto 
resultan de una convención (lo que es poco creible a principios del siglo XIX) o de un límite. 

A partir de tal función, más de un siglo después, se deducirá la existencia de funciones 
definidas sobre R infinitamente derivables y con soporte compacto, lo que por dualidad 
permitirá construir a las distribuciones (L, Schwartz, Théorie des distributions París, Hermann, 
1950). 
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sustitución al caso en el que las funciones, cuando son desarrolladas en series 
convergentes, son equivalentes a las sumas de esas series”. Argumentar, como 
lo hace Pringsheim””, que el ejemplo de Cauchy no alcanza el núcleo de 
la teoría de Lagrange” es posible a condición de hacer un añadido a ésta 
última y de marcar el acento sobre los puntos singulares. Como es 
normal, la reacción de salvaguarda apareció en el Bulletin de la Société 
philomatique de París en junio de 1822. Esto no impidió que Cauchy 
desplegara su construcción por limitación de la opuesta. Esta construc- 
ción opuesta fue primeramente eliminada por el lugar secundario que en 
adelante se dio a la derivada”%, No sólo porque una función derivable es 
continua —la constatación no se hace en el Calcul infinitésimal— sino 
porque la continuidad guía las demostraciones, rige el paso de los 
racionales a los reales, organiza también a la integral (independiente- 
mente de cualquier recurso a la derivación, lo que constituye uno de los 
puntos fuertes del trabajo de Cauchy) y a los teoremas de existencia y de 
unicidad de las ecuaciones en derivadas parciales. Así, la continuidad 
aparece como una idealidad para todo el análisis, y en particular para el 
análisis que se tiene que construir. En este sentido el Análisis algebraico 
puede ser una ilustración del papel de la continuidad para la fórmula del 
binomio de Newton. Una ilustración que no es una restricción del 
análisis y que es sólo un ejemplo. Un ejemplo “elemental”, una pedagogía 
si se prefiere. Pero asi como para leer no es necesario repasar el a, b, c, 
igualmente para trabajar en análisis no es necesario repasar las etapas del 
Análisis algebrazco, 


El Análisis algebraico como compendio ordenado 
de funciones elementales 


Al término del estudio que precede nos reencontramos con el 
problema de lo elemental en tanto que, fascinado por la presencia 


$7 A. L. Cauchy, “Sur le développement ...,” 09. alt, p. 278. 
6% A. Pringsheim, “Zur Geschichte des Taylorschen Lehrsatzes”, Bibliotheca math. (3), 1, 1900, 
pp 433-479. Referencia dada por U. Bottazzine, “Introduction” op. cit, p. LXXI 

La expresión está dada por Cauchy para designar a la fracción racional P(x)/Q(x) 
cociente de dos polinomios, 

En su muy interesante trabajo La forma della quantitá. t 1 y 1, Cabiers ¿histoire et de 
philosopbie des sciences, M. Panza examina minuciosamente la construcción funcional de 
Lagrange a partir de la idea de forma y lo hace teniendo cuidado de medir la de Cauchy. 
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repetida de la fórmula del binomio de Newton, ya que es un medio de 
evitar la derivada en un primer momento de la construcción, no hemos 
dado cuenta de los tres últimos capítulos del Análisis algebraico. Mientras 
que éstos al tratar sobre los polinomios y las fracciones racionales, 
funciones elementales todas, pueden inducir un sezgo de perspectiva; sin 
que eso signifique la pérdida de la Óptica constructiva. Y es que con el 
estudio de las “funciones racionales” Cauchy cierra la lista de las once 
funciones “simples” señaladas al principio de su texto, las siete “funciones 


ñ a A 
algebraicas”: 4+x, 4—x, ax, > x*% A*, L(x), y las cuatro “funciones 


trigonométricas”: sen x, cos x, arc sen x, are cos x. Todas ellas son continuas 
mientras que permanecen finitas, En otras palabras Cauchy presenta el 
panorama de las funciones elementales de una sola variable a partir de 
las cuales otras funciones se construyen. Este panorama es completo en 
la medida en que todas estas funciones son definidas y desarrolladas en 
series enteras, generalizadas para los valores complejos y a su vez 
— procedimiento analítico por excelencia , descompuestas de manera 
única en elementos más simples??: esto es exactamente lo que la Introductio 
de Euler buscaba y lo que Cauchy realiza. Sin la intervención de los 
infinitesimales más que a través de la noción de límite, lo que dirige a la 
noción de continuidad sin recurrir ni a la derivada ni a las reglas del 
cálculo diferencial e integral, el Análisis algebraico por su cúmulo de 
funciones es concebido como base elemental del análisis y es este aspecto 
el que se ha retenido. En este sentido A. Pringsheim y G. Faber buscaban 
definir a principios de siglo: “bajo el nombre de Análisis algebraico se puede 
comprender abora todavía el estudio de los logaritmos ¡limitados de números 
reales o complejos y el de los métodos especiales que permiten representar con ayuda 
de las series o productos infinitos o fracciones continuas a las funciones elemen- 
tales”?. Aspecto importante y que ahora quisieramos precisar pues no se 





El ejemplo más claro es el de las fracciones racionales, descompuestos por una parte en 
elementos simples — es la terminología que priva hasta nuestros días— a partir de las raíces 
del denominador y por otra parte desarrolladas en series enteras particulares, las series 
recurrentes. Todo un capítulo, el último, tiene como objetivo establecer que este desarrollo 
es característico de las fracciones racionales. Cauchy no es un innovador en este aspecto ya 
que retoma una tradición y una enseñanza pero las acomoda en una nueva disposición. 
A. Pringshiem y G. Faber, Traducción revisada por J. Molk Analyse algébrique, Engyclopédie 
des sciences matbématiques, París-Leipzig, Gauthiers-VillarsB. G. Teubner, tomo 2, vol. 2, 1912, 


p. 4. 
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debe olvidar que el inventario hecho por Cauchy no es limitativo ya que 
la continuidad abre un espectro mucho más amplio. Es decir, si el Análisis 
algebraico de Cauchy es elemental, lo es en el sentido de simple y no en 
el sentido de elementos limitativos como si fuera un agrupamiento de 
las piedras fundamentales. En este sentido la descripción de Pringsheim 
y Faber, si bien delimita un campo particular hacia 1900, resulta muy 
restrictiva para el Análisis algebraico de Cauchy pero sobre todo no nos 
da cuenta de su destino. 

Que el reagrupamiento en Cauchy de lo que es simple se encuentra 
ordenado y no sea un compendio enciclopédico, y que la fórmula del 
binomio de Newton rija esta organización, no ha sido tal vez suficiente- 
mente señalado. Puesto que es dificil percibir el movimiento plural de 
una matemática en construcción; doble fenómeno que de una parte hace 
que cada pieza no sea indispensable para lo que sigue, pero que cada una 
está linealmente construida. El curso de Cauchy nos obliga a distinguir 
un antes y un después; no es un artefacto de historiador. 

A modo de experiencia hagamos un inventario en el Análisis algebraico 
de las intervenciones de la exponencial, o lo que es lo mismo de una 
potencia cualquiera, y respetemos su orden de aparición. Es al principio en 

» 


los Preliminares, que fijan la notación, que aparecen A” y también 


m 
(( ay”), una expresión que acapara “los valores positivos y negativos, cuando 
s : a m 
existen, de las potencias de la cantidad a marcada por los exponentes “,y, pero 
también los valores imaginarios de esas mismas potencias”. No podemos hablar 
de una definición cuando Cauchy, unas páginas más adelante evoca lim 
(_4*), tomando el límite cuando x converge a O o más lejos pone a4' entre 
las “funciones algebraicas simples? o más lejos cuando estudia el límite de 


[F(x) y: cuando x tiende a infinito (para una función f ( x ) positiva y tal 


x+1 
ALEGÓ 
Fx) 
Ciertamente puesto que está en aposición — complemento u olvi- 
do”— hay que tener en cuenta la larga nota 1 llamada Sobre la teoría de 


tenga ella misma un límite) [teorema 2, Cap. 11]. 


73 La incorporación de la nota 1 no será fácil puesto que Cauchy se refiere a ella en varios 
pasajes diferentes del Análisis algebraico: se trata de una nota final, de una forma de revisar 
todo lo que se ha hecho. Cauchy no escribe como un ferviente seguidor de la axiomática 
lo quisiera. 
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las cantidades Positivas y negativas, en donde la exponenciación se explica 
y se construye”. Llama la atención el que la razón que permite poner 


4 para xirracional y A > 0, sea una razón de continuidad mediante paso 
al límite: “cuando x es un número irracional se puede obtener con números 
racionales valores cada vez más próximos. Se prueba fácilmente que con la misma 
hipótesis las potencias de A, marcadas por los números racionales de los que se 
trata, se aproximan cada vez más a un cierto límite. Este límite es la potencia de 


Á de grado Eo Cauchy no explica la prueba: ¿se debe a que para 4%”, 
para una sucesión Ox de racionales que converge hacia x, es una sucesión 
de Cauchy de la cual este autor asegura ¿pso facto su convergencia? ¿se debe 
al hecho de que si 4> 1 y si la sucesión que converge a x es creciente, 
entonces es una sucesión igualmente creciente y acotada, luego conver- 
gente? En todo caso la exponencial no recibe un trato particular y en 
términos rigurosos la multiplicación de dos números reales 4 B estaba 
fundada sobre la misma razón de continuidad, al ser B aproximado por 


: ; e o RO 
racionales para los cuales tiene sentido la multiplicación 4 y Use puede 


ver fácilmente que bajo la misma hipótesis el producto de A por los números 
racionales en cuestión se aproxima cada vez más a un cierto límite. Este límite 
será el producto de A por B”). La unidad de concepción a partir de la 
continuidad, cemento y piedra angular, es notable; al proceder de esta 
manera, aun cuando se refiera a las operaciones y a las funciones, Cauchy 
llama la atención sobre el campo de las variables mismas, de esos números 
reales, llamados así a partir de que Descartes llamaba “imaginarios” a 
aquéllos necesarios para la factorización de los polinomios. En cuanto a 
la definición, si bien Cauchy marca una gran sobriedad, es porque se 
apoya sobre una tradición surgida del Libro V de los Elementos de Euclides, 
consagrado a la medida de las magnitudes: “Tomaremos siempre la denomi- 
nación de los números en el sentido en el que se le emplea en aritmética, al hacer 
nacer a los números a partir de la medida de las magnitudes; y aplicaremos 
únicamente la denominación de cantidades a las cantidades reales positivas o 


7 En la nota 1, si bien Cauchy intitula a un subcapítulo formación de las exponenciales y 
los logaritmos, no discute 4* sino la función inversa, el logaritmo de base A. Es importante 


señalar que Cauchy elimina la notación ((4)) cuando 5 es irracional es decir, la 
indeterminación de una función multiforme. 
En el texto original Cauchy escribe B en donde nosotros escribimos x. 
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negativas, es decir, a los números precedidos de los signos + ó —”. La aritmética 
aquí no significa la teoría de los números enteros sino aquello que resulta 
de la consideración de las Loyo1 o razones de magnitudes; es el sentido 
que Newton da al número en su Arithmetica Universalis: “se entiende por 
número, más que una colección de varias unidades, una razón abstracta de una 
cantidad cualquiera con otra de la misma especie que se toma como unidad”. En 
particular los números resultan de la comparación de magnitudes que 
satisfacen el axioma de Arquímedes —es la hipótesis debidamente presen- 
tada en el Libro V, el mutuo rebasamiento de dos magnitudes por 
equimúltiplos— por lo que no hay necesidad de que intervengan las 
cantidades infinitesimales. Con respecto a la Antigiiedad, Cauchy añade 
la consideración algebraica de un signo. Con el número y la cantidad 
otras dos nociones intervienen desde las primeras páginas, la de valores 
y la de cantidad variable: “Namamos cantidad variable aquella que recibe 
sucesivamente valores distintos unos de otros”; el valor numérico de una cantidad 
es “el número que para ella se toma como base”, es decir lo que hoy llamamos 
el valor absoluto, el valor es la representación de una cantidad cuando se 
le mide a partir de una unidad cuya enunciación explícita puede 
desaparecer. Si bien es clara la exposición númerica de las razones en 
Cauchy, ésta es fiel a la ortodoxia puesto que la multiplicación de dos 
números se construye por el paso al límite y es esta observación la que 
nos ha llevado a la consideración de los elementos de base del análisis. 
Por otro lado la representación geométrica —las cantidades permiten 
marcar las longitudes sobre un eje una vez que se han fijado una unidad 
y un sentido— es secundaria en la exposición de Cauchy y se introduce 
tan sólo para explicar la presencia de las líneas trigonométricas (“una 
longitud, medida sobre una línea recta o curva puede ser, como cualquier 
magnitud, representada ya sea por un número o por una cantidad”). 

Si la continuidad de los números reales"? —es así que se podrá 
expresar la densidad de los racionales en los reales— se utiliza para 
explicar la exponencial, la continuidad de ésta —continuidad en el 


76 La adición (en sentido algebraico) se define sumando los signos a partir de la adición de 
dos magnitudes asimiladas a su representación numérica: aquí interviene oficialmente una 
numerización de las razones. Esta da lugar a la observación de la conmutatividad de la 
adición considerada como un axioma y también a la de la asociatividad, la cual se demuestra. 
La regla de los signos para multiplicación de las cantidades, en cambio, es probada por 
Cauchy. 
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sentido de una función— se adquiere por decreto: “ex general si se ven bajo 
la relación de continuidad las once funciones simples que consideramos. .., se 
encontrará que cada una de esas funciones es continua entre dos límites finitos de 
la variable x, siempre que entre esos dos límites no devenga infinita en ese 
intervalo”. Claramente todos los ingredientes para una prueba formal de 
la continuidad estan presentes en Cauchy, a partir de dos escrituras 


lim A? = 1, 
en donde el límite se toma cuando Ql tiende a Cero y 
PROA ALA). 
Al menos si se acepta para la exponenciación la relación fundamental * 
(16) PESA AA, 


relación aclarada en la nota 1, pero sin ser demostrada verdaderamente. 
O más aún adquirida “por continuidad”, puesto que la relación (16) se 
satisface cuando x y y son racionales, Dicho ésto se levanta una petición 
de principio puesto que no es posible probar la continuidad de la 
exponencial y presuponerla, Cauchy evita ser explícito: un moderno —es 
decir un lector de Cauchy— añade inmediatamente la prueba que 
completaría la exploración de Cauchy sobre la exponencial. Basta el 
siguiente teorema: si existe, la prolongación por continuidad al eje real 
de una función real continua sobre los racionales es continua. Tomemos 
conciencia que tal teorema es poco concebible en 1821 ya que Cauchy 
no define la continuidad sobre un subconjunto de los reales que no sea 
un intervalo. No es inútil añadir que el problema en cuestión —el 
prolongamiento por continuidad forma parte de todos los tratados de 
análisis. He aquí la versión de Bourbaki: “sea X un espacio topológico, A un 
subconjunto denso de X_ f. A —> Y una aplicación de A en un espacio regular Y. 
Para que exista una aplicación continua f : X > Y que prolongue a f. es necesario 
y suficiente que para todo xX, f( y ) tienda hacia un límite en Y cuando y tiende 
hacia x permaneciendo en A. El prolongamiento continuo f. de fa X es único” 

Casi se podría decir que Cauchy llega al fondo del círculo vicioso 
relativo a la continuidad de la exponencial puesto que la. relación (16) se 


7 Teorema 1, Topologie générale, op. cit, Cap. 1, 83 n. 5. 


El rigor o cómo se construye una idealidad 53 


plantea como un problema a priori para una función desconocida q que 
debe satisfacer 


(17) plx+y)=p9(x)+0 (7) 


función desconocida para la cual se puede exigir libremente la continui- 
dad. Naturalmente la dificultad surge cuando se debe interpretar una 
solución continua de (17) como una exponencial. Una vez interpretado 


A*, Cauchy no puede dejar de ser dogmático al verificar que ha obtenido 
una solución de (17): “en efecto para todo valor positivo de A, la función 


A? permanece continua desde x=-00 hasta x==+>0, y la ecuación 


AFI AF A? esidéntica. La cantidad Á es entonces una constante arbitraria 
que sólo admite valores positivos”. 

Este paso por la fórmula del binomio no es una forma de evitar la 
dificultad del círculo vicioso. Ciertamente la función € construida a 
priori como 


ot=1+Ex+ HERO iba, 


(18) 
MEA x+1)... (x-2n+1 O 


n! 


satisface (17) y es continua sin que sea necesario apelar a la continuidad 
de la exponencial. Esta función podría servir de definición para 


(1+X Y en donde X es un número real de valor absoluto inferior a la 
unidad y x un número real cualquiera. Esto podría ser una definición de 
la exponencial real. Al igual que (18), al tomar X complejo, podría servir 
de definición para la exponencial compleja. Esta forma constructiva 
— ciertamente tentadora— no forma parte del horizonte de Cauchy. De 
manera notable en el caso complejo si bien establece la fórmula (del 
binomio de Newton) 


(1+2 pcos8 +p*)Y(cosOx+V=1 senOx) 


(18) =1+2p(0050+V=1 sen O ) 


y o? cos (20 +V=1 sen29)+... 
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en donde - 1<p<l, y O arc tan oca: la función arc tan se 
c 


os O 
determina entre — SY 7 Z Cauchy lo identifica con la expresión 
(19) (1+p (cos 8 + Y-1 sen O ) y 


porque definió previamente esta fórmula: ese es el objetivo del Cap. VI, 
en particular del 84: Sobre las raíces de las expresiones imaginarias y sobre sus 
potencias fraccionarias e irracionales, 

En suma, la continuidad de la exponencial real o compleja, al igual 
que su existencia está dada para Cauchy y a partir de ella deduce 
propiedades que no busca definir ni construir. No hay creación ex nibilo 
de funciones elementales en el Análisis algebraico como tampoco se 
generan unas con otras según un hilo deductivo cerrado. El rigor se dirige 
a la obtención efectiva de las propiedades y las fórmulas atribuídas a esas 
funciones: es una culminación del análisis algebraico si se considera que 
para éste las funciones elementales son como otros axiomas. Pero también 
se puede decir que el catálogo de procedimientos adoptados para dar esas 
propiedades e identidades relativas a las funciones elementales constituye 
en sí mismo una herramienta que nos hace olvidar al análisis algebraico 
y lo lanza a un nuevo campo. Este último punto de vista tiene la ventaja 
de coincidir con el objetivo de rigor que implica tanto una selección 
como una reducción de los problemas tratados: es debido a que elige el 
campo restringido de las funciones elementales y un número reduicido 
de igualdades, como la fórmula del binomio de Newton o la fórmula de 
de Moivre, que Cauchy logra desprender un conjunto de procedimientos 
capaces de crear una disciplina, la teoría de las series enteras. Esta 
disciplina así construida no cubre todo el análisis y encontramos la forma 
particularmente abierta del procedimiento de Cauchy: su inclusión en 
un problema o en un marco dado para resolverlo o reducirlo es siempre 
provisional, así como la construcción de una bóveda no es la única 
finalidad de la construcción de una basílica. 

El establecimiento por Cauchy de las identidades de las funciones 
elementales es así diferente de los procedimientos adoptados por Euler 
en la Introducio, y también de los procedimientos de los sucesores 
inmediatos del maestro de Basilea; en este sentido es un caso típico la 
siguiente fórmula 
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Ñ a 
(20) Ea) A 


En Euler esta fórmula está dada y forma parte de la semántica de la 
idea misma de exponencial (Cfr. 118 de la Introductio), con la escritura de 
un número real como el producto de un infinitamente grande por un 
infinitamente pequeño como ya hemos visto. Mediante un paso al límite 
bajo el signo de la suma, Euler deduce el desarrollo en serie entera que 
es fundamental 

e Pa 
(21) A 
. Cauchy no procede igual; parte de la fórmula del binomio de 
Newton para un exponente cualquiera para deducir la fórmula, válida 
para cualquier x real 


lim S S a ,% e 
(22) ¿M(l1+ax) IS 
Sólo entonces interpreta el límite de la izquierda y para ello propone 
dos razonamientos sucesivos. El primero consiste en hacer x=1 para 
obtener lo que podemos llamar el número e 


el segundo consiste en manipular la escritura, donde se suponen dadas 
la exponencial y sus propiedades ((4 Y =4%). 


lim (1 0) =tim| (+ ax ja] =é. 


Igualmente Cauchy propone otra demostración que se apoya sobre la 
serie de la derecha en (22) y calca la fórmula del binomio de Newton que 
aparece así como un modelo, un procedimiento ejemplar, En efecto la 
serie de la derecha puede llamarse p ( x ). Su continuidad no esta en duda 
y por la fórmula del producto de dos series (el radio de convergencia es 
infinito como Cauchy lo ha mostrado) y junto con una identidad 
combinatoria que es el análogo de (3) y que constituye el desarrollo de 
la fórmula del binomio para un coeficiente entero, Cauchy verifica de 
nuevo la relación funcional 
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(23) p(x+y)=p(x) p (y). 


Su resolución ya obtenida bajo la hipótesis de continuidad, y 
mediante el conocimiento de la exponencial da, visto quep(1)=e, 


P(x)=(p(1)F=£ 
Para las identidades de los logaritmos, sobre todo 


: ze 
Jon, ES de = Log ( 1+ x), Cauchy procede de la misma forma. 


Por medio de la continuidad deduce Log 2 como la suma de la serie 
armónica alterna que es convergente”, 

Las dos demostraciones de (22) dadas por Cauchy en el Análisis 
algebraico presuponen las propiedades de la exponencial. Es una de las 
ventajas de la presentación de Cauchy el sugerir pasar por alto estas 
propiedades para explotar directamente el conjunto de métodos de las 
series enteras. En la medida en la que este conjunto debería justificar los 
procedimientos anteriores de Euler, y en que este retroceso histórico 
constituye uno de los elementos de la herencia de los cursos de Cauchy, 
aquí el adjetivo de “revolucionario” deberá aplicarse con precaución”, 
Cauchy intenta retomar a Euler para probar (22) en sus Exercises d'Analyse 
et de physigue mathématique””, tras una crítica de Joseph Liouville** y una 
prueba paralela de J. A, Griinertó?, Pero lo que puede aparecer como un 


"Cauchy considera como evidente que y (1) 20 F4 E H-1 re. ya que 


es convergente en x=1 y continua por'la izquierda por el mismo punto, por lo que 
e(1)= a p(x)= a Log (1+x)= Log 2. Abel justificará en general el pro 


cedimiento para una serie entera convergente en un punto de su círculo de convergencia 
SN. H. Abel, “Recherches sur la série...”, op, at.) 

En el sentido de que si Cauchy retoma en el Cap. X la teoría de los polinomios y en el 
Cap. XI la de las fracciones racionales, les da una nueva claridad. Por ejemplo pudo señalar 
la ventaja de una fórmula polimonial reconocida de antemano para el establecimiento de 
identidades combinatorias — como las relaciones (3H una vez que estas se verifican para 
los enteros: pero este conocimiento se limita solamente a los polinomios, lo que había sido 
olvidado por Euler. De la misma forma el teorema fundamental del álgebra, ya conocido 
antes de la intervención de Cauchy, se presenta como una propiedad del campo de los 
números complejos, 

% Tomo 4, París, 1847, p. 237, 
. J. Liouville, Jour. de mathématigues pures et appliquérs, t. 1,5, 1840, p. 180, 

J. A. Griinert, Archiv. Math. Phys (1), 1841, p. 204. 
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ejercicio de estilo, una recuperación en rigor de un procedimiento 
anterior, toma el perfil de una definición posible a priori de la exponencial 
por alguno de los dos miembros de la identidad (22). Un procedimiento 
que, al menos en Francia, tendrá un relativo éxito hasta los años 1960, 
cuando tanto en los manuales como en los cursos la exponencial fue 
definida por 


(24) a) 


Resulta sorprendente que no se halla optado por la serie entera, lo 
que aparentemente se incertaría mejor en la filiación del Análisis alge- 
braico, concebido como la elaboración de las reglas sobre las series enteras 
adecuadas a las funciones elementales. Pero hay que aclarar que esta 
definición de la exponencial, que de inmediato aparece como continua, 
se deriva del nuevo orden establecido por el Análisis algebraico. Cabe 
señalar que el problema de aclarar por qué Cauchy no adoptó esta 
ontología está mal planteado, ya que la definición a partir de (24), como 
a través de la serie entera, se apoya sobre una convergencia, un paso al 
límite. Al igual que la explicación de 4" que obtiene Cauchy a partir de 


” 

A *; explicación más clásica y más natural. No se ganaba nada con (24) 
sobre el plano de los principios. Más aún, podemos preguntarnos si el 
recurrir a (24), por su aspecto y por la forma bien organizada del 
razonamiento que sostiene la demostración de (22), no tenía la ventaja 
de ocultar la indigencia relativa a la naturaleza de las propiedades de los 
números reales. Si en apariencia venía de una tradición, el rechazo de 
Cauchy a una nueva definición se desprende de su propia trayectoria de 
rigor”, 

No hay que ir tan lejos en nuestra explicación pues esto significaría 
comprometer a Cauchy en la vía de la construcción de los objetos 
matemáticos — que es un problema mayor de la historia— y, sin aportar 
bases sólidas, hacerlo superar la concepción clásica de la naturaleza de 
un objeto matemático. Basta ver que Cauchy establece una condición 


se podría defender la tesis más filosófica que asegura que Cauchy no construye objetos 
en matemáticas puesto que pertenece a la tradición fenomenal y descriptiva, tradición que 
Cantor destruirá mediante la aritmetización del análisis. Cantor y otros pueden utilizar las 
herramientas que encuentran en Cauchy pero las desvían del objetivo que les habia sido 
asignado en el Análisis algebraico, 
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necesaria y suficiente de convergencia de los números reales sobre la que 
podrá apoyarse para la exponencial. En efecto, y tras muchos otros, 
constata que para una serie cuyo término general real es zw, la convergen- 
cia de ese término general a cero no basta para concluir la convergencia 
de la serie 4; + 42 +... +49 +... y que se requiere además que “las sumas 
de las cantidades 


Uns Un+ly Un dos ... 


tomadas a partir de la primera en cualquier número que se quiera acaban por 
obtener constantemente” valores numérico? inferiores a cualquier valor 
asignable”. Después de haber dado esta condición, cuya necesidad fue 
demostrada un poco antes al expresar que las sumas parciales “difieren 
entre sí en cantidades infinitamente pequeñas”, Cauchy enuncia que la 
condición es suficiente: “recíprocamente, cuando estas condiciones se cumplen, 
la convergencia de la serie se asegura”. Esta vez no se apoya en ninguna prueba 
y sólo se limita a dar unos ejemplos, el de la progresión geométrica 
convergente o el de la serie armónica divergente”, Nos enfrentamos a 
una paradoja: el enunciado de Cauchy es exacto, e importante, pero no 
lo demuestra. El reconocer la exactitud del resultado requiere, no hay que 
olvidarlo, de una definición precisa del conjunto de los números reales, 
y de aclarar una propiedad topológica que se establecerá por los matemáti- 
cos de finales del siglo XIX. ¿Pudo Cauchy haberlo probado como 
criterio? La respuesta es claramente afirmativa puesto que en la nota 4 
del Análisis algebraico analiza a dos sucesiones de reales, una creciente y 
otra decreciente, en donde el término general de la segunda acota por 
arriba al término general de la primera y cuya diferencia tiende a cero. 
El autor del Análisis algebraico añade que: "se debe conduir que los términos 
generales de las series? convergen a un límite común”.Pudo haber procedido 





8% Este adverbio es muy importante, a falta de una escritura regulada por los cuantificadores 
significa que dada e > 0 para cualquier entera k a partir de una x suficientemente grande 
¿ Uno rr |< E 
o Recordemos que el valor numérico designa el valor absoluto, 
Cauchy no pretende aportar ninguna novedad al demostrar la divergencia de la serie 


armónica aun si utiliza una suma de términos 1 a 24 que esta acotada por , lo cual era 


bien conocido. J. Grabiner interpreta mal el adjetivo “nueva” en “nueva prueba” que Cauchy 
utiliza en la p. 128, pues la novedad consiste en una repetición en el sentido de “nuevamente” 
(9 , J. Grabiner, The origins ..., op. cit, p. 104). 

La diferencia entre serie y sucesión no es siempre respetada por Cauchy como por muchos 
matemáticos de esa época. 
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de la misma forma para demostrar la recíproca y para establecer lo que 
llamamos el criterio de Cauchy sin la necesidad de ahondar en las 
propiedades del conjunto de los números reales. Pero seamos más 
exigentes al buscar la utilización efectiva del criterio que tiene la ventaja 
de asegurar la convergencia sin precisar el límite: claramente lo encontra- 
mos cuando el límite no se conoce de antemano. Así interviene cuando 
se estudia una serie alterna cuyo término general tiende a cero: se trata 
del teorema 3 del Cap. VI, resultado clásico llamado en ocasiones teorema 
de Cauchy: “si en la serie uo 41, ...Un, ... el valor numérico del término 
general un decrece constante e indefinidamente, para valores crecientes de n, y si 


además los términos son alternativamente positivos y negativos, la serie será 


, 1 
convergente”. Cauchy calcula para el caso en el que 4n=(- 1 ls 


calculando de dos formas $» + m — Sn en donde 


+ 1 


$; =$ = = 
n+ a n 2, A +1 


e o el a 
n+2 +3 Eb mes 


1 1 1 1 
= - + - +... 
n+1 n+2 n+3 n+4 


de modo que se dispone del encaje 


1 1 1 
<S = Sn <——. 
AA A al 


























3 








El “criterio de Cauchy” se satisface puesto que $ + m — Sn “decrece 
indefinidamente para los valores crecientes de », cualquiera que sea m8, 
lo que basta para establecer la convergencia de la serie”. Una segunda 
instancia natural de utilización del “criterio de Cauchy” en el Análisis 


algebraico aparece con las series absolutamente convergentes, es decir, 


8 EA es LL . » 

88 La expresión “cualquiera que sea m" corresponde al adverbio “constantemente” cuyo 
empleo habíamos notado en el enunciado del “criterio de Cauchy”. El que Cauchy eliga un 
ejemplo para tratar un teorema general — procedimiento común en el siglo XVIli= se 


justifica pues en las condiciones dadas se puede reemplazar + 1 pori| 4). 
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00 
aquellas en donde de | 4 | converge. En efecto, se debe mostrar a 
1 


00 
su vez que 3 Kn  Converge sin poder encontrar, a partir de la suma 
2=1 


de los valores absolutos, ningún valor a la suma. Teorema trivial que 
encuentra por primera vez un lugar en un texto gracias a Cauchy. Este 
se limita a utilizar para su demostración la desigualdad 


n-—1 


n-) 
2, 2. el; 


para concluir, cuando A=0, se esperaría la desigualdad ' 


n+m 
A a a reto, 


que permite la utilización de los residuos de Cauchy y del “criterio de 
Cauchy”. ¿Se puede pensar hoy de otra forma??? 

De manera mucho más sutil, pero no por ello diferente, es la 
utilización del “criterio de Cauchy” para la definición de la integral. Esto 
se hace en la lección 21 del Cálculo infinitesimal en donde define 


n+mn 


k=5An 


Í J(x) dx cuando f: [xo, X]->R es una función continua, a partir 
Xo 


de las sumas indicadas por Dx de las divisiones, 


e Se puede atribuir a un olvido el mal uso de los indices o creer que el acotamiento del 
residuo de Cauchy era trivial. Es dificil de creer, como lo suguiere J, Grabiner que Cauchy 
se hubiera conformado con un acotamiento de las sumas parciales para deducir la 
convergencia de la serie cuando los términos son de cualquier signo. Ello equibaldría a 
suponer un error en Cauchy de un tipo sin paralelo. Dicho esto, la utilización del “criterio 
de Cauchy” para la prueba del teorema sobre las series absolutamente convergentes no es 
automático en el Análisis algebraico y un estudio sistemático sería muy revelador. Podemos 
observar que G. Humbert, en su Cours d'Analyse professé á VÉcole pobytecbnique, después de 
haber enunciado el criterio, indica que la demostración completa es larga — y no la da— y 
que “xo tiene necesidad de la recíproca”. Para una serie absolutamente convergente escribe Sp 
como la suma de los números positivos hasta el rango n y — Sg la de los términos negativos 
(con p+ q = 1). De modo que 0 < S, + 5, que converge por hipótesis, Sp y Sq también y 


L- 2] 
entonces Sp — $, es decir la serie y Hu (París, Gauthiers— Villars, 1903, tomo 1, 
yo] 


p. 126). 
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So, =(0-m)f (0) +(2-0)f (0) +... (X-x0-1)f (0-1) 
conw<x<... <xm-1<X al aumentar x y disminuir 


n= Sup | xi =xi-1l. 
Sisa 
Desde el punto de vista del cálculo se trata de establecer que 
| Sp, - Sp", | <e en cuanto 5 y Sm son suficientemente pequeños”, 


Cauchy resume: “Así cuando los elementos de la diferencia X— xo devienen 
infinitamente pequeños, el modo de la división sólo tiene una influencia insensible 
sobre el valor de S”. Hay que leer Sp, por S, es decir ver $ en un sentido 
genérico. Cauchy continua: “y si se hacen decrecer indefinidamente los valores 
numéricos de estos elementos”, al aumentar su número, el valor de $ terminará 
por ser sensiblemente constante, o bien terminará por alcanzar un cierto límite 
que dependerá únicamente de la función f(x ) y de los valores extremos xa X 
atribuidos a la variable x. Este límite se llama una integral definida”. Sí no 
podemos leer, stricto sensu, el criterio de Cauchy puesto que la familia de 
divisiones Da no se ordena naturalmente en una familia numerable; si el 
vocabulario plagado de advervios “sensiblemente” es menos estricto que 
el enunciado del criterio de Cauchy, es indudable que estamos muy 
cerca? También se puede decir que un sucesor de Cauchy, un profesor 
por ejemplo, podría fácilmente formalizar el procedimiento para enmar- 
carlo en el criterio. 

En conclusión, si bien el “criterio de Cauchy” no está aún homogeni- 
zado por un único enunciado, no aparece como un elemento aislado en la 
construcción del análisis e interviene precisamente en donde un lector 
moderno lo espera, es decir, cuando el límite en cuestión no se conoce, 
dicho en otra forma el criterio funciona como una garantía de existencia. 

Así vinculamos esto con la pregunta acerca de la arquitectura del 
Curso en cuanto a las funciones elementales: así como no define mediante 
una construcción la existencia de los números reales, o que no hace una 


2 El cálculo se efectua en dos tiempos primero añadiendo puntos a una división Dn, después 
con dos divisiones dadas comparando con una tercera que es unión. 
de Lo que interpretamos como dn. 

La elección de Cauchy de Sp, en donde f toma el valor en el extremo izquierdo del 
intervalo y no en el mínimo o el máximo de f en cada intervalo, no puede dar ningún 
incremento o decremento a priori. Es pues la proximidad uniforme de Sp, la que juega: este 
es el sentido del criterio de Cauchy. 
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lista exhaustiva de sus propiedades, Cauchy tampoco define por construc- 
ción a las funciones elementales y no da todas sus formas e identidades. 
Es mediante la búsqueda de un procedimiento común para el es- 
tablecimiento de las identidades clásicas de esas funciones que inventa, 
que establece, los criterios de existencia de los cuales apenas y echa mano 
para establecer las bases del análisis, y aquí usa, en cambio, para justificar 
las construccciones ulteriores y para lo cual reencausa el uso de los 
antiguos métodos inventados durante el siglo XVIII y que fueron tan 
fértiles en descubrimientos analíticos. Resulta vano pues discutir acerca 
del origen de los cursos de Cauchy pues deben aparecer en desorden, y 
por motivos diversos, los nombres de todos sus antecesores. Pero los 
procedimientos que adopta pueden ser remitidos hacia la base misma del 
análisis: puede decirse que la mayoría de sus sucesores los emplean. 
Cauchy gracias a su propia construcción que no es axiomática se ha 
convertido en un pasaje obligado de la matemática, 


El Análisis algebraico como unificación del análisis real 
y del análisis complejo: la teoría de las series enteras 


Puesto que la tradición lo quiere, una última mirada estructural 
sobre los cursos de Cauchy puede dirigirse hacia la unificación del análisis 
real y del análisis complejo. Hemos subrayado ya esta escansión propia 
para la demostración de la fórmula del binomio de Newton ya que el 
caso real se trata en el capítulo VI mientras que el caso complejo se trata 
hasta el capítulo IX. 

Es sintomático el estudio de Cauchy del teorema fundamental del 
álgebra que es el objeto del Cap. X del Análisis algebraico. Desde un 
principio el resultado se enuncia sobre un polinomio cuyos coeficientes 
son complejos, mientras la tradición pedía que los coeficientes fuesen 
reales aunque las raíces pudieran ser complejas: “cualesquiera que sean los 
valores reales o imaginarios de las constantes do, Ar, ... An=1, An la ecuación 


(1) aCAaxwT +. + da ¡x + 4n=0, 


en la que n designa a un número entero mayor o igual a la unidad, tiene siempre 
raíces reales o imaginarias”. De modo que el mismo teorema se expresa 
mediante una descomposición en “factores lineales” que da una pro- 
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piedad del campo de los números complejos que el mundo matemático 
contemporáneo resume en la expresión: “el campo de los números 
complejos es algebraicamente cerrado”: 

“cualesquiera que sean los valores reales o imaginarios de las constantes 
da, 41, ... An—1, An, el polinomio ] 


arras... + Ag 1x+an=f(x), 


será equivalente al producto de la constante av por n factores lineales de la forma 
x-a-B y=1”. 


Ciertamente Cauchy no es el primero en presentar de esta forma el 
teorema sobre las raíces de los polinomios puesto que R. Argand lo había 
precedido en 1806*: “nos proponemos en este último artículo demostrar que 
todo polinomio de la forma 


X+aX TI XI 4 fx 8 


se descompone en factores de primer grado x + d. Es necesario observar que las 
letras a, b, ..., g no serestringuen aquí al caso de los números primos, como sucede 
comúnmente”. Gauss, quien había abordado dos veces el mismo pro- 
blema, la primera vez en su tesis de 1799, no había considerado necesario 
pasar a los coeficientes complejos” , como tampoco Laplace, quien en 
1795, y en el marco de sus cursos en la École Normale del año lII, habia 
dado una demostración notable”. En la presentación de Laplace el paso 
a los coeficientes complejos habría sido de hecho incoherente. Asi, 
Cauchy adoptaba una presentación en la que daba la importancia que 


23 R. Argand, Esai sur une manitre de représenter les quantités imaginaires dans les constructions 

gtométriques, París, s/ n, 1806, 78 p. Si este texto fue poco leído fue redescubierto gracias a 

un artículo con el mismo título publicado en los Annales de Mathématiques pures et appliquéss, 

t, TV, 1813, pp. 133-147 y “Réflexions sur la nouvelle théorie des imaginaires, suivics d'une 

application 4 la demonstration d'un théoráme d'Analyse”, Ibidem, t. V, 1314, pp. 197-209, 
Op. cit, p. $3. 

95 C.F. Gauss, Demonstratio nova theorematis omnen functionem algebraicam rationalem integram 

unius variabilis in factores reales primi, vel secundi gradus resolvi posse. Helmstadt, 1799, 

Werke, t. 111, pp. 1:30. 

C. F. Gauss, Demonstratio nova altera tbeorematis omnen functionem algebraicam rationalem 

integram uniws variabilis in factores reales primi, vel secundi gradus resolui pose. Góttingen, 1816, 

Werke, t. III, pp. 31-56. 

"ps, Laplace, Legons de ("Ecole normale, op. cit. 
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tenía a los números complejos al no limitarse a verlos como una 
necesidad del cálculo, 

Este detalle, si bien es sintomático, sólo adquiere su verdadera 
dimensión en la medida en que la prueba de Caución funciona sobre el 
campo de los complejos; el polinomio f(x) es: “una función real o 
imaginaria, pero siempre entera de la variable x; y como cualquier expresión real 
u es un caso particular de una expresión imaginaria u + vN—1 bastará, para 
demostrar el teorema, probar que se puede satisfacer la ecuación 


fx)=0 
al tomar 


x=u+ov-l, 


J al atribuir a las variables u y v valores reales”. A partir de ese momento es 

una variación imaginaria (+ ¿vV=1..), donde a. “designa a una canti- 
dad infinitamente pequeña”, la que impone Cauchy quien escribe el 
incremento 


fr+rmv-l + a(k+ Axl) )-f(0+mv1 >) 
bajo la forma de un polinomio en a con coeficientes complejos. 
R(T+V-1 sen T)+aR [cos(T,+8)+V=1 sen (7,+0)]+.. 
+0” Ra [cos( Tp +20 )+V-1 sen (T,+20)) 


en donde los números reales positivos o nulos, ordenados bajo un cierto 
orden, R,R¡,... Ra, no son todos cero puesto quefes al menos de grado 1. 

Prefiere trabajar con el cuadrado del módulo, es decir con la suma 
de los cuadrados de las partes real e imaginaria, lo que da una función 
positiva O nula F(w,v) y para la cual había establecido 
F( 40, vo) =4A y para la que expresa el incremento 


F(w+0ahb,vw+ak)-F(u,v), 


también a partir de un polinomio en QU. ordenado según las potencias 
ascendentes y del que sólo se requiere el primer término, a partir de la 
primera de las cantidades R,, R¿,... Ry, que no se anula, a saber: 


240" p” Roy cos ( Tm— T+m0 ) 
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si A%x0, y 
arre 


siA=0. 

Sólo estos términos cuentan, dado el pequeño valor que se supone 
tiene a (paso al límite). Así, todo consiste en situarse en un punto 
ido + w9 V-1 para el cual la función positiva o nula F( « ,v )es un mínimo, 
puesto que en ese mínimo”? la variabilidad del signo del coseno obliga a 
adoptar el caso 4=0; el caso de un minimo nulo alcanzado por 
F(u,v) o sea un cero f( u + vY-1 ) que es una raíz compleja de f el 
polinomio inicial. Lo que concluye la prueba, para la que Cauchy tuvo 
cuidado de no darle la forma de una prueba por reducción al absurdo la 
cual habría sido más corta. (Habría podido comenzar diciendo: supon- 
gamos A % 0, etc., en lugar de tratar la alternativa A + 0, A= 0, y mostrar 
finalmente la imposibilidad de A 4 0). 

Vista así, la prueba no sólo parte de las nociones básicas de los 
complejos, sino que toca a fondo en el campo de los complejos. 
Constatemos que no es tan banal como pudiera parecer al lector mo- 
derno, ya que Cauchyi eliminó dos recursos, uno a los imaginarios en 
general, que no se reducian a los números complejos, y el otro a la 
geometría. La eliminación de los imaginarios exige una explicación que 





9 Se debe señalar que la presencia del mínimo la justifica Cauchy por la continuidad de la 
función F(u, y) "una función entera y por ende una función continua de las variables u yv... 
que varía en grados insensibles y que no puede ser menor que cero, alcanzará varias veces un alerto 
límite inferior que no podrá rebasar”. Cauchy tuvo cuidado de mostrar que F(«, v ) tiende a 
infinito con x2 + e*, por lo que para el estudio de la cota inferior basta colocarse en un 
círculo de radio finito. Tal vez se comprendan mejor las críticas de Cauchy a las pruebas 
anteriores, si se toma en cuenta que Argand daba una demostración similar a las de Cauchy 
pero sin colocarse en el punto mínimo sino en un punto cualquiera. Á partir de ello podía, 
si se adapta la notación, que con todo punto ( xo, do ) se puede encontrar otro punto 
(u, vw) para el cual 0</( 41, 0) < F(í0, vo). De ahí deducia mediante un especie de 
convergencia descendente, la existencia de un punto (Mw,vo) para el cual 
F( tía, Un ) = 0. Lo cual es una prueba insuficiente pues sólo se prueba un decrecimiento 
indefinido y no la igualdad a O. Resulta sorprendente sin embargo que Cauchy no haya 
usado este procedimiento para probar completamente, mediante la continuidad de 
F(u,v) que alcanza efectivamente el mínimo. Servois había señalado la limitación de la 
prueba de Argand (carta de R. Servois, Annales de mathématiques pures et appliquées £ IV, 1814, 
pp. 230-235), y éste último habia replicado al igual que Cauchy, es decir, colocándose en el 
mínimo: “sí el polinomio no puede ser llevado a cero, su valor será pues distinto de cero y en ese caso 
la demostración conserva toda su fuerza” (Argand, op. cit.). 
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debe a su vez situar el teorema enunciado por Cauchy y justificar el hecho 
de que siempre hemos utilizado la expresión de número complejo en 
lugar de imaginario. Al menos desde Descartes en el álgebra, en lo que 
hoy llamamos el álgebra de polinomios, se aceptaba como hipótesis la 
existencia de “cantidades”, 1, 2, ... An que aseguraba la identidad de 


(x—-a1)(x-0%2)... (x— Un) 


con 
E PE iS EN + do. 


El que estas cantidades puedan no ser reales aparece claramente con el 
ejemplo del polinomio Y + 1 (que había dado lugar a la introducción de 
v-1 por parte de R. Bombelli en 1572). Era necesario, sin embargo 
“imaginarlas” como cantidades que permitieran la factorización y, además, 
suponerlas susceptibles de operaciones álgebraicas elementales, a pesar de 
que no pudieran satisfacer ciertas reglas, como la regla de los signos. 
Demostrar el teorema fundamental del álgebra, a partir de Descartes, era 
probar que todos los imaginarios posibles, es decir todas las raices 
imaginables de todos los polinomios tenían la única forma compleja 


a+ bW=1, 


Dicho de otra forma, las raices imaginarias se reducían a aquellas 
imaginarias provenientes de las ecuaciones de segundo grado. Es así como 
habían trabajado Euler, Lagrange, Laplace y otros”. La intervención de los 
imaginarios entendidos en este sentido desaparece del horizonte del 
Análisis algebraico y con ello del análisis en pleno, puesto que la prueba parte 
directamente de los números complejos. Cauchy no es el primero en 
realizar esta erradicación, en la cual Argand también había tenido éxito, 
puesto que Gauss en 1799 había dado la motivación para la presentación 
de una nueva prueba: “algunos autores que han visto la debilidad de este método 
toman como axioma que toda ecuación admite raíces, las cuales si no son posibles son 
“imposibles”. Lo que entienden por magnitudes posibles o imposibles no ha sido 
suficientemente explicado”?”, y puesto que D'Alembert en su demostración de 


% Ver C. Gilain, “Sur l'histoire du théoréme fondamental de Valgébre: théorie des équations 
et calcul intégral”, Arch, for bist. Ex, Sc, 42, 2, 1991, pp. 91-136, en donde se dan y se explican 
las referencias a las distintas pruebas. 

C. F. Gauss, op. at., 1799, Trad. francesa, N. 4. 
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1746 había intentado evitar el recurso a los imaginarios!%, Cauchy no es 
entonces original y sin embargo se impone, ya que después de él y durante 
decenios no se volverá a las demostraciones anteriores, 

La otra eliminación es la de una cierta representación geométrica. 
La prueba de Cauchy es analítica y en ningún momento la escritura 
trigonométrica de un número complejo p ( cos 0 + sen 0 4-1 >) da lugar 
a un lenguaje de ángulos o de círculos. No encontramos en los dos cursos 
enunciados de Cauchy mención alguna a la célebre representación 
geométrica que Argand desarrolló en 1806 y que se trataba nuevamente 
en los Annales de mathématiques pures et appliquées a partir de 1813, cuando 
Cauchy adoptaba la demostración dada por Argand!'%, Tendrá que pasar 
aun cierto tiempo para que Cauchy adopte la representación geométrica: 
la expondrá, con el debido cuidado de las fuentes históricas, en el tomo 
4 de sus Exercises d'Analyse et de Physique mathématigue!?. Jules Houel, quien 
publicó una nueva edición del Essaí de Argand, juzgaba que Cauchy 
debería haber utilizado en 1821 esta representación al menos a título de 
ilustración: “Así los bellos resultados que Cauchy tuvo que descubrir gracias a 
los prodigios de la potencia analítica deberían traducirse en construcciones 
gcométricas elocuentes a la vista, y las discusiones de las fórmulas devendrían un 
mero problema de la Geometría de situación, de la que Riemann dio después la 
solución completa”'%, Como buen matemático consciente, Houel daba a 
su idea un alcance mayor que el de una mera ilustración; según él, la 
representación geométrica proveía valores de existencia, calidad intuitiva 
y elemento de fundamento: “La teoría de las cantidades complejas que, gracias 
a los descubrimientos de Cauchy era la base de la teoría de funciones, adquiría 


E J. D'Alembert, “Recherches sur le calcul intégral”, Mem, Acad. Berlín, 1746, pp. 182-224. 
9% Cauchy había presentado un teorema fundamental del álgebra el 13 de diciembre de 
1816 en la Academia de ciencias, fue publicada en el Bulletin des Sciences de la Société 
Pbilomatigue de Paris, 1817, pp. 5-9. Esta demostración, aunque utiliza la continuidad es muy 
diferente de la que se encuentra en el Análisis algebraioo, Ciertamente Cauchy en 1821no 
menciona el nombre de Argand y parece dificil pensar que después de los debates en los 
Annales de matbématiques pures et appliquées, haya ignorado la técnica utilizada por Argand, 
técnica que podemos resumir en pocas palabras y para lo cual bastaría recordar algunas 
frases en un curso de análisis de la École Polytechnique. 

p. 157 y ss; CEuvres, serie 1, T. 11, París, Gauthier-Villars, 1899. Sin embargo Cauchy 
propone para la construcción de los números complejos una teoría analítica, la división del 
anillo de polinomios entre 4 + 1. Comptesrendus, Académie des sciences, París, t. 24, 1847, p. 
1120, 25, 1847, p. 129, Euvres, serie 1, T. X, Paris, 1897, p. 312, p. 351, 

2 Houel, Introducción, p. XII, ediciones de R. Argand, Esaí sur une maniére de représenter 
les quantités imaginaires dans les constructions géométriques, París. 
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un nuevo grado de evidencia, que la colocaba por encima de cualquier objeción 
o duda como las que hasta entonces había estado sujeta”. 

Se debe señalar que R. Argand, en un argumento de defensa, 
justificaba su representación geométrica por su utilidad en la prueba del 
teorema del Algebra: “Algunos teoremas que he demostrado me parece que lo 
son más fácilmente que por la vía puramente analítica”. 

El rechazo de Cauchy — “imaginarios” o geometría— se inscribe en 
una actitud epistemológica que puede estructurar todo el Análisis alge 
braico, No tanto la aceptación de los números complejos, como elementos 
del análisis, como la construcción de la vía de paso de los números reales 
a los números complejos, la indicación de un camino. De nuevo nos 
encontramos frente a una mirada estructural y una vía, una apertura. 
Después de los procedimientos anteriores, aparecerá más paradójico que 
esta apertura se manifieste primero como una cerradura, ya que se trata 
de una señalización o de un encuadre que toma eventualmente la forma 
de una prohibición, pero con el fin de abrir un camino. Cauchy indica 
en la introducción que tuvo que admitir ciertas proposiciones “gue 
parecerán algo duras a primera vista ... que una ecuación imaginaria es sólo la 
representación simbólica de dos ecuaciones entre cantidades reales” o que “st las 
constantes o las vartables de una función, una vez que se supuso que eran reales, 
devienen imaginarias, la notación con ayuda de la cual la función se expresa sólo 
puede conservarse en el cálculo por una nueva convención para fijar el sentido 
de esta notación en la última hipótesis”. Asi en el capítulo VIL, al entrar en 
el dominio de los números imaginarios, nos da una explicación meta- 
fisica —en el sentido del siglo XVIlI— a propósito de la noción de 
símbolo: “Llamamos igualmente ecuaciones simbólicas a todas aquellas que 
tomadas a la letra e interpretadas según algunas convenciones establecidas de modo 
general son inexactas o no tienen sentido, pero con las cuales se pueden deducir 
resultados exactos al modificar y alterar según ciertas reglas fijas ya sea esas 
ecuaciones o los símbolos que encierran”. Doble lenguaje que afirma una 
positividad del símbolo para la prueba y una regulación precisa; lenguaje 
que, de manera simultánea, hace al símbolo coextensivo con la idea 
misma de álgebra. A este doble lenguaje corresponde en Cauchy un doble 
movimiento para los números imaginarios. El primer movimiento 
corresponde al establecimiento de las reglas que gobiernan a los números 


104 3. Houel, op. cit., p. XIV. 
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imaginarios entendidos como simbolos; el segundo movimiento, aquel 
que expresa la positividad del simbolo, es un paso o una extensión de los 
números reales a los números imaginarios. Ciertamente se puede consi- 
derar que el segundo movimiento es también normativo ya que consiste 
en expresar aquello que es legitimo hacer pasar o, expresado en el antiguo 
lenguaje del análisis algebraico, da los criterios de justificación del 
prolongamiento de las identidades, del caso real al caso complejo. Sería 
erróneo pues el fijar el procedimiento de Cauchy al hacer surgir 
únicamente las reglas y otros teoremas que forman un campo exhaustivo: 
su construcción de los complejos —¿qué otro término se podría utili- 
zar?— no es limitativa puesto que no está regulada únicamente por el 
álgebra. Las funciones complejas son el horizonte de Cauchy y es ésto lo 
que constituye el análisis. Este último, el análisis complejo como se le 
conoce, no es la simple extensión del análisis real; hay un dinamismo en 
la construcción que en cierta medida lo libera de su génesis. Este tema es 
constante en Cauchy y ya lo hemos encontrado en las tres aproximaciones 
estructurales que hemos hecho, De la misma forma, aunque construido 
sobre el Análisis algebraico, el Cálculo infinitesimal, que debería llamarse 
mejor cálculo diferencial e integral, no sólo no se reduce a aquél, sino 
que debe olvidar las circunstancias de su origen. 

Me parece que esta lectura de los cursos de Cauchy ha sido la lectura 
de los matemáticos, lo cual no impide otra lectura ulterior, que es la de 
los historiadores, que subrayan el peso de las normas introducidas por 
Cauchy: la erradicación de las series divergentes a pesar de la riqueza que 
éstas ya habían mostrado, el desplazamiento de la geometría a pesar de 
que las funciones complejas habrían de encontrar en la representación 
de las curvas un nuevo impulso, la reducción de los infinitésimos a la 
sucesiones convergentes, aun cuando el análisis no arquimediano era 
prometedor. Al menos, si nos centramos en los manuales de Cauchy 
escritos recién entrados sus treinta años, corremos el riesgo de olvidar 
distinguir la zaga matemática debida al propio Cauchy. 


PRIMERA PARTE 


Análisis algebraico 


Introducción 


Algunas de las personas que han guiado mis primeros pasos en la 
carrera de las ciencias, y entre las cuales debo citar como muestra de 
reconocimiento a los señores Laplace y Poisson, al hacerme saber su deseo 
de ver publicado el Curso de Análisis de la Escuela Real Politécnica, me 
han ayudado a decidirme a poner este curso por escrito para mayor 
utilidad de los alumnos. Ofrezco aquí la primera parte, conocida con el 
nombre de Análisis Algebraico, en la cual trato distintas clases de funciones 
reales e imaginarias, series convergentes o divergentes, la resolución de 
ecuaciones y la descomposición de las fracciones racionales. Al hablar de 
la continuidad de las funciones, no he podido evitar el dar a conocer las 
principales propiedades de las cantidades infinitamente pequeñas; pro- 
piedades que sirven de base para el cálculo infinitesimal.[... ] 

En cuanto a los métodos, he intentado darles el rigor que se exige 
en geometría, de modo que no sea necesario jamás recurrir a las razones 
extraidas de la generalidad del álgebra. Las razones de esta especie, aunque 
sean admitidas de manera común, sobre todo en el paso de las series 
convergentes a las series divergentes, y de las cantidades reales a las 
expresiones imaginarias, sólo pueden ser consideradas, me parece, como 
inducciones adecuadas para hacer en ocasiones plausible la verdad, pero 
que tienen poco que ver con la exactitud tan celebrada de las ciencias 
matemáticas. Se debe observar que intentan atribuirles a las fórmulas 
algebraicas una extensión indefinida, cuando en realidad la mayoría de 
esas fórmulas subsisten sólo bajo ciertas condiciones, y sólo para ciertos 
valores de las cantidades que involucran. Al determinar esas condiciones 
y esos valores, y al fijar de manera precisa el sentido y la notación que 
utilizo, hago desaparecer cualquier incertidumbre, y entonces las diferen- 
tes fórmulas no presentan sino las relaciones entre cantidades reales; 
relaciones que siempre es fácil verificar por medio de la sustitución de 


74 Augustin-Louis Cauchy 


las cantidades mismas por números. Es verdad que para ser fiel a estos 
principios me he visto forzado a admitir varias proposiciones que pueden 
parecer algo arbitrarias. Por ejemplo, en el cap. Vl, enuncio que «na serte 
divergente no tiene suma |... ]. Pero aquellos que lean mi obra reconocerán, 
eso espero, que las proposiciones de esta naturaleza, que tienen la 
afortunada necesidad de darle más precisión a las teorías y de aportar 
restricciones útiles a afirmaciones demasiado extendidas, son muy pro- 
vechosas para el análisis y proporcionan varios temas de investigación 
que son importantes. Así, antes de efectuar la suma de cualquier serie, he 
examinado en qué casos las series pueden ser sumadas o, en otras palabras, 
cuáles son las condiciones de su convergencia y, sobre este tema, he 
establecido las reglas generales que me parecen dignas de atención, 

Por lo demás, si bien he intentado perfeccionar el análisis mate- 
mático, estoy lejos de pretender que este análisis basta para todas las 
ciencias de razonamiento. Sin duda en las ciencias naturales el único 
método que se puede emplear con éxito consiste en observar los hechos 
y en someter enseguida las observaciones al cálculo. Pero sería un grave 
error pensar que la certeza sólo se encuentra en las demostraciones 
geométricas, o en el testimonio de los sentidos. [...] Debemos estar 
convencidos así de que hay otras verdades además de las verdades del 
¿Igebra, y otras realidades aparte de los objetos sensibles. Cultivemos con 
ardor a las ciencias matemáticas sin pretender extenderlas más allá de sus 
dominios, y no imaginemos que se puede abordar a la historia con 
fórmulas, ni sancionar a la moral con los teoremas del álgebra o del 
cálculo integral. 


Preliminares 


Para evitar cualquier especie de confusión en el lenguaje y la escritura 
algebraicos, vamos a fijar en estos preliminares el significado de varios 
términos y de varias notaciones que tomaremos ya séa del álgebra 
ordinaria o de la trigonometría. Las explicaciones que daremos son 
necesarias para tener la certeza de ser perfectamente comprendidos por 
quienes leerán esta obra, Vamos a indicar primero qué idea nos parece 
adecuada atribuir a estas dos palabras: número y cantidad. 

Tomaremos siempre la denominación de número, en el sentido 
empleado en aritmética, al hacer nacer a los números de la medida 
absoluta de las magnitudes, y aplicaremos la denominación de cantidad 
a las cantidades reales positivas o negativas, es decir, a los números 
precedidos de los signos + Ó — . Además, veremos a las cantidades como 
destinadas a expresar incrementos o disminuciones, de tal suerte que una 
magnitud dada estará representada por un número si se le compara con 
otra magnitud de la misma especie tomada por unidad, y por ese número 
precedido del signo + o del signo —, si se considera que debe servir al 
incremento o a la disminución de una magnitud fija de la misma especie. 
Dicho esto, el signo + Ó — puesto frente a un número modificará su 
significado, de manera similar a como un adjetivo modifica el de un 
sustantivo. Llamaremos valor numérico de una cantidad al número que es 
la base de ésta. Llamaremos cantidades ¿guales a aquellas que tienen el 
mismo signo con el mismo valor numérico, y cantidades opuestas a dos 
cantidades iguales en lo que se refiere a sus valores numéricos peso 
afectadas de signos contrarios. Al partir de esos principios, es fácil dar 
cuenta de las diversas operaciones que podemos efectuar sobre las 
cantidades. [...] 

Se llama cantidad variable a aquella que recibe sucesivamente varios 
valores diferentes los unos de los otros. Se designa a una cantidad 


76 Augustin-Louis Cauchy 


semejante por una letra tomada de ordinario de entre las últimas del 
alfabeto. Se llama en cambio cantidad constante, y se le designa de 
ordinario por una de las primeras letras del alfabeto, a toda cantidad que 
recibe un valor fijo determinado. Cuando los valores sucesivos atribuidos 
a una misma variable se aproximan indefinidamente a un valor fijo, de 
tal manera que acabará por diferir de éste tan poco como se quiera, este 
último se llamará el Jfmite de todos los demás. Asi por ejemplo un número 
irracional es el límite de diversas fracciones que dan valores cada vez más 
próximos de él. En geometría, la superficie del círculo es el límite hacia 
el cual convergen las superficies de los polígonos inscritos, mientras que 
el número de sus lados crece cada vez más.(...] 

Cuando los valores numéricos sucesivos de una misma variable 
decrecen indefinidamente, de manera que descienden por debajo de 
cualquier número dado, esta variable deviene lo que se suele Hamar un 
infinitamente pequeño o una cantidad infinitamente pequeña. Una variable 
de esta especie tiene al cero por límite. 

Cuando los valores numéricos sucesivos de una misma variable 
crecen más y más, de manera que ascienden por encima de cualquier 
número dado, se dice que esta variable tiene por límite al ¿infinito positivo, 
indicado por el signo 00, si es que se trata de una variable positiva, y al 
infinito negativo, indicado por la notación — 00, si se trata de una variable 
negativa. Los infinitos positivo y negativo son designados conjuntamente 
bajo el nombre de cantidades infinitas. El] 


(Capítulo 1) 
De las funciones reales 


$1. Consideraciones generales sobre las funciones 


Cuando las cantidades variables están de tal modo relacionadas entre 
sí que, dado el valor de una de ellas, es posible concluir los valores de 
todas las demás, expresamos ordinariamente estas diversas cantidades por 
medio de una de ellas, la cual toma entonces el nombre de variable 
independiente, y a las otras cantidades expresadas por medio de la variable 
las llamamos funciones de esta variable?, 

Cuando las cantidades variables están de tal modo relacionadas entre 
sí que, dados los valores de algunas de ellas, es posible concluir los valores 
de todas las demás, se conciben las diversas cantidades expresadas por 
medio de varias de ellas, las cuales toman entonces el nombre de variables 
independientes, y las cantidades que permanecen, expresadas por medio de 
las variables independientes, son aquellas que llamamos funciones de esas 
mismas variables. 

Las diversas expresiones que proveen el álgebra y la trigonometría, 


Tal y como lo haría L. Euler en su [ntroductio in Analysin Infinitorum, A.L. Cauchy comienza 
su texto de Análisis con una caracterización de las funciones. Podemos afirmar que este hecho 
no es casual, toda vez que desde la publicación de la obra de Euler, el Análisis Matemático 
tiene al concepto de función de una variable como el concepto fundamental en torno del 
cual se estructura toda la teoría. En esta misma línea de ideas se encuentra el texto de J.L 
Lagrange Théorie des Fonctions Analytiques, el cual tamvién se centra en el concepto de fiención 
e intenta mostrar cómo es que toda función acepta un desarrollo de Taylor. A partir de este 
desarrollo es posible introducir los conceptos básicos del cálculo diferencial sin recurrir a 
los conceptos de límite, infinitésimos, fhaciones, etc. 
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cuando ellas encierran a las variables consideradas como independientes, 
son así funciones de esas mismas variables. Así, por ejemplo, 


L(x), sení[x), ... 


son funciones de la variable x; 
A+y, 0%, xYZ, ... 


son funciones de las variables x, y, y x, y, z respectivamente. 

Cuando las funciones de una o de varias variables se encuentran 
—como en los ejemplos anteriores— expresadas por medio de esas mismas 
variables, se les llama funciones explícitas. Pero, cuando se dan solamente 
las relaciones entre las funciones y las variables, es decir, las ecuaciones 
a las cuales esas cantidades deben satisfacer, en tanto que esas ecuaciones 
no se resuelvan algebraicamente, las funciones, al no estar expresadas 
inmediatamente por medio de las variables, se llaman funaones implícitas. 
Para volverlas explícitas, basta resolver, cuando esto es posible, las 
ecuaciones que las determinan. Por ejemplo en la ecuación 


LO)=x, 


y es una función implicita de x, pero si llamamos A la base del sistema 
de logaritmos que se consideran, la misma función, se vuelve explícita 
mediante la resolución de la ecuación dada, y queda expresada de la 
siguiente forma: 

y=A?, 


Cuando se quiere designar a una función explícita de una sola 
variable x, o de varias variables x, y, z,... , sin determinar la naturaleza 
de dicha función, se emplean las siguientes notaciones 


FO, EGO, el, xa), (xr), 0lx), .... 
Hxjy,2), EA E)s p(x,y,2), oda 


Para que una función de una sola variable esté completamente 
determinada, es necesario y suficiente que de cada valor particular 
atribuido a la variable se pueda deducir el valor correspondiente de la 
función. Algunas veces, para cada valor de la variable, la función dada 
obtiene diversos valores distintos unos de otros. Designaremos a esos 
valores múltiples de una función por medio de notaciones en las cuales 
la variable estará enmarcada de doble paréntesis o doble raiz. 
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Así, por ejemplo, 
arc sen ((x)) 


indicará a alguno de los ángulos que tienen a x por seno, 


WNx= Vx 


indicará a una de las dos raices cuadradas de la variable x suponiendo x 
positiva— etc. 


$ 2. De las funciones simples 


De entre las funciones de una variable x, llamamos simples a aquéllas 
que resultan de una sola operación efectuada sobre esta variable. Las 
funciones simples que consideramos de manera ordinaria en análisis son 
muy pocas, y se relacionan unas con el álgebra y otras con la 
trigonometría. La adición y la sustracción, la multiplicación y la división, 
la elevación a una potencia y la extracción de raíces, e incluso los 
logaritmos y exponenciales, producen las funciones simples que se 
relacionan con el álgebra. En consecuencia, si se designa por Á a un 
número constante, y por a=+ A a una cantidad constante, las funciones 
algebraicas simples de la variable x serán 

a+x, a—x, ax, a CO e L(x)y?. 

No tomamos en cuenta aquí las raíces, debido a que siempre pueden 

ser obtenidas a partir de las potencias. En cuanto a las funciones simples 





2 La clasificación que propondrá Cauchy muestra coincidencias y diferencias con algunas 
clasificaciones previas. Así por ejemplo, L. Euler en la obra citada en la nota anterior, no 
toma en cuenta para su clasificación el que se puedan obtener a partir de una o de varias 
operaciones; su interés es exclusivamente el de aclarar el tipo particular de operación 
— algebraica o trascendente utilizado. Podemos decir entonces que si Cauchy habla de 
funciones simples y de funciones compuestas — donde la clasificación para las funciones 
compuestas coincide con la clasificación propuesta por Euler es porque está interesado 
en considerar a una función como una cantidad variable cuyo valor depende de otra variable, 
de acuerdo con su definición, y no en considerar que esta variación sea necesariamente el 
resultado de una operación analítica. Así la primera clasificación, y la más importante, 
depende del número de transformaciones empleadas para obtener el valor de la función a 
partir de la variable, podemos decir así que las funciones que considera en este apartado, 
como aquellas consideradas en el apartado de funciones compuestas, constituyen tan solo 
ejemplos de funciones. 


BIBLIOTECA 
U.N.A.M. 
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que se relacionan con la trigonometría, se podrían enumerar a muchas 
de ellas, si consideramos entre las funciones simples a todas las lineas 
trigonométricas y a los arcos que corresponden a esas mismas líneas; 
pero nosotros las reduciremos a las siguientes cuatro: 


Senx, cosx, 
arc Ssenx, arccosx, 


y consideraremos entre las funciones compuestas a las otras líneas 
trigonométricas tan x, secx, etc., con los arcos correspondientes arc tan x, 
arc sec x, etc...; en vista de que estas últimas líneas siempre pueden ser 
expresadas por medio del seno y del coseno. En rigor, podríamos también 
reducir las dos funciones simples sen x y cos x a una sola puesto que 
están . relacionadas entre sí por medio de la ecuación 
senx+cos 1=1; aunque como el empleo de estas dos funciones es tan 
frecuente, es útil conservarlas en el cálculo como funciones simples. 


$ 3. De las funciones compuestas 


Las funciones que se deducen de una sola variable con ayuda de 
varias operaciones toman el nombre de funciones compuestas; se distinguen 
de entre estas últimas a las funciones de funciones que resultan de varias 
Operaciones sucesivas, la primera operación siendo efectuada sobre la 
variable y cada una de las otras sobre el resultado de la Operación 
precedente. En virtud de estas definiciones, 


x xi Ix 
o», E 


son funciones compuestas de la variable x ; y 
l(senx), H(cosx),... 


son funciones de funciones en donde cada una resulta de dos operaciones 
sucesivas. 

Las funciones compuestas se distinguen unas de otras por la natu- 
raleza de las operaciones que las producen. Parece que deberian llamarse 
funciones algebraicas todas aquellas que son definidas por medio de las 
operaciones del álgebra; pero se ha reservado ese nombre para aquéllas 
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que se forman únicamente con las primeras operaciones algebraicas, a 
saber, la adición y la sustracción, la multiplicación y la división, y la 
elevación a una potencia fija; y, en cuanto una función incluye exponen- 
tes variables o logaritmos, ella toma el nombre de función exponencial O 
logarítmica. 

Las funciones que llamamos algebraicas se dividen en funciones 
racionales y funciones irracionales. Las funciones racionales son aquellas en 
las cuales la variable sólo se encuentra elevada a potencias enteras”. 
Llamamos en particular función entera a todo polinomio que sólo incluye 
potencias enteras de la variable, por ejemplo, 


a+bxrexit., 


y función fraccionaria o fracción racional al cociente de dos polinomios 
semejantes”. El grado de una función entera de x es el exponente de la 
mayor potencia de x en esta misma función. La función entera de primer 
grado, a saber, 

a+bx 


se llama también función lineal, porque en geometría se le utiliza para 
representar a la ordenada de una linea recta. Toda función entera o 
fraccionaria es por ello racional, y cualquier otra especie de función 
algebraica es irracional. 

Las funciones que producen las operaciones de la trigonometría se 
designan con el nombre de fenciones trigonométricas O circulares. 

Los diversos nombres que acabamos de dar a las funciones com- 
puestas de una sola variable, se aplican igualmente a las funciones de 
varias variables, cuando estas últimas cumplen, con respecto a cada una 
de las variables que encierran, con las propiedades que cada denomi- 





3 Como lo señalamos en la nota anterior, esta clasificación coincide con la clasificación de 
Euler simpre y cuando se trate de funciones en las cuales se han aplicado dos o más veces 
las operaciones señaladas — ¿e siempre que se trate de funciones compuestas según la 
clasificación de Cauchy— en caso contrario serán todas ellas simples y no existirá la diferencia 
entre algebraicas, exponenciales y logarítmicas (trascendentes en la clasificación de Euler). 
% El acuerdo con Euler es aquí total — para el caso de funciones compuestas como ya lo 
señalamos— ; la diferencia entre funciones algebraicas racionales y funciones algebraicas 
irracionales depende de que se extraiga a la variable una raíz 1ésima. 

Para Euler las funciones enteras son aquellas en las cuales el exponente de la variable nunca 
puede ser negativo. Para las funciones fraccionarias acepta que una función aparezca en el 
denominador de un cociente, no se limitan pues al caso considerado aquí por Cauchy. 
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nación supone. Así, por ejemplo, todo polinomio que sólo contenga 
potencias enteras de las variables x, y, z,... , será una función entera de 
esas variables, Llamamos grado de esta función entera a la suma de los 
exponentes de las variables en el término en el cual esta suma es la más 
grande. Una función entera de primer grado, tal como 


at+bx+cy+dzr+..., 


toma el nombre de función lineal. 


II 
(Capítulo II) 


De las cantidades infinitamente pequeñas 
o infinitamente grandes 
y de la continuidad de las funciones 


Valores singulares de las funciones 
en algunos casos particulares 


$1. De las cantidades infinitamente 
pequeñas e infinitamente grandes 


Decimos que una cantidad variable deviene infinitamente pequeña 
cuando su valor numérico decrece indefinidamente de manera a conver- 
ger hacia al límite cero!, Es prudente señalar en este punto que no se debe 
confundir un decrecimiento constante con un decrecimiento indefinido. 
La superficie de un polígono regular circunscrito a un círculo dado 
decrece constantemente a medida que el número de lados aumenta, pero 
no decrece indefinidamente ya que tiene como límite la superficie del 


l Como se puede ver a partir de esta definición, cuando Cauchy habla de una cantidad 
infinitamente pequeña se refiere esencialmente a una cantidad variable cuyo límite es cero, 
No creemos que a partir de esta definición, ni de la caracterización que dará de las cantidades 
infinitamente pequeñas de diversos órdenes, ni tampoco de los teoremas que demostrará 
en este primer apartado, sea posible asegurar que Cauchy sustenta su Análisis Algebraico 
sobre un continuo no standard en el cual hay infinitésimos al estilo de Leibniz y menos al estilo 
de A. Robinson. 
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círculo. De igual modo, una variable, que admite como valores los 
diferentes términos de la sucesión 


nm 
bb |u 
wijiha 
Aun 
ula 


y... p 


prolongada indefinidamente, decrecerá de manera constante, pero no 
indefinidamente, ya que sus valores sucesivos convergerán al límite 1. Por 
el contrario, una variable que tenga como valores sucesivos a los diferen- 
tes terminos de la sucesión 


00 |— 
[ma 


l 
, 5? 


O | 


1 
3? 


A pp 


prolongada indefinidamente, no decrecerá constantemente ya que la 
diferencia entre dos términos consecutivos de esta sucesión es de manera 
alternativa positiva y negativa, y sin embargo, decrecerá indefinidamente, 
ya que su valor terminará por ser menor que cualquier número dado. 

Decimos que una cantidad variable deviene infinitamente grande 
cuando su valor numérico crece indefinidamente de manera a converger 
hacia el límite co. Aquí también es importante señalar que no se debe 
confundir una variable que crece indefinidamente con una variable que 
crece constantemente, La superficie de un polígono regular inscrito en 
un círculo dado crece constantemente, mas no indefinidamente, a 
medida que el número de lados aumenta. Los términos de la sucesión 
natural de números enteros 


ds da 


crecen constantemente e indefinidamente. 

Las cantidades infinitamente pequeñas e infinitamente grandes 
tienen numerosas propiedades que conducen a la solución de problemas 
importantes y que vamos a exponer en pocas palabras, 

Sea QU una cantidad infinitamente pequeña; es decir, una variable 
cuyo valor numérico decrece indefinidamente. Cuando en un mismo 
cálculo se incluyen las diversas potencias enteras de QU, a saber, 


2 3 
co ASNO DE > ANDA 


esas diversas potencias se designan, respectivamente, infinitamente 
pequeños de primer, de segundo, de tercer orden, etc. En general, llamamos 
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infinitamente pequeño de primer orden a toda cantidad variable cuya 
razón con QL converge, mientras que el valor numérico de Ul disminuye, 
hacia un límite finito diferente de cero; llamamos infinitamente pequeño 
de segundo orden a toda cantidad que varía con O y cuya razón con a 
converge hacia un límite finito diferente de cero, etc. Una vez definido 
ésto, si se designa con k a una cantidad finita diferente de cero, y por € 
a un número variable que decrece indefinidamente con el valor numérico 
de a, la forma general de las cantidades infinitamente pequeñas de 
primer orden será 


ka oalmenos ka(l1ite); 


la forma general de las cantidades infinitamente pequeñas de segundo 
orden será: 
ka? oal menos Lkat(1te), 


« 
LEC IDA AA AA DA As sa e rear eno 06... y 


y así sucesivamente. 
En fin, la forma general de los infinitamente pequeños de orden x 
(m representando a un número entero) será: 


ka” oalmenos ka*(1+e)?. 


Se pueden establecer fácilmente, en relación a estos diversos Órdenes 
de cantidades infinitamente pequeñas, los siguientes teoremas. 


Teorema 1. Si se comparan una a otra dos cantidades infinitamente 
pequeñas de órdenes diferentes, mientras que ambas convergen al límite cero, aquel 
_ que es del orden más elevado terminará por adquirir constantemente el valor 
numérico más pequeño. 


Demostración. Sean en efecto 


ka”"(1te), Ka” (lte') 





2 Este modo de expresar a los infinitamente pequeños de primero, segundo, ... résimo orden, 
nos deja ver con más claridad que Cauchy piensa en una función de la variable a, es decir 
en una cantidad variable cuyo límite es cero conforme la variable au. tiende a cero. El que 
se trate de un infinitamente pequeño de orden » nos dice que se trata de una función cuya 
razón con a” no es una cantidad indeterminada sino un número finto y distinto de cero. 
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dos infinitamente pequeños, uno de orden a, el otro de orden »”, y 
supongamos que »* > x; la razón entre el segundo de estos infinitamente 
pequeños y el primero, a saber, 


R” ntonliege! 
rs lte? 





convergerá indefinidamente con a. hacia el límite cero; lo que no puede 
tener lugar sino cuando el valor numérico del segundo acabe por devenir 
constantemente inferior al del primero, 


Teorema 2. Un infinitamente pequeño de orden n, es decir, de la forma 


ka”(1zte), 


cambia de signo con O, siempre que n sea un número impar, ) conserva para 
valores numéricos muy pequeños de Q. el mismo signo que la cantidad k, cuando 
nes un número par. 


Demostración. En efecto, bajo la primera hipótesis, a” cambia de 
signo con aL ; en la segunda, a" es siempre positivo. Además el signo del 
producto 4( 14€) es el mismo que el de k, cuando € es muy pequeño. 


Teorema 3. La suma de varios infinitamente pequeños de órdenes 
An , n : , n dl , ..». 


(donde n',n' ... designan números superiores a m) es un nuevo infini- 
tamente pequeño de orden ». 


Demostración. En efecto, 
ka”*(lte)J+ka” (1te')+ ka" (lke")+... 
=ka”[ A | 130) Ea (1te")+.. ] 
=ka”*(lz+e,), 


en donde €, es un número que converge con Ul hacia el límite cero. 


De los principios que acabamos de enunciar se deducen fácilmente, 
como se verá, varias proposiciones importantes que se relacionan con 
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polinomios ordenados según las potencias ascendentes de una cantidad 
infinitamente pequeña a. ?, 


Teorema 4. Todo polinomio ordenado según las potencias ascendentes de 
a. , por ejemplo, 
atba+ca +... 


o mas generalmente, 


ft 


1] 
aao*+ba” +ca? +... 


(donde los números n,n' ,n" ... forman una sucesión creciente), termina por 
ser, para valores numéricos muy pequeños de OL, constantemente del mismo signo 
que su primer término: a o au”. 

Demostración. En efecto, la suma hecha del segundo término y de 
aquellos que le siguen es, en el primer caso, un infinitamente pequeño 
de primer orden, cuyo valor numérico acaba por ser inferior a aquel de 
la cantidad finita a, y, en el segundo caso, un infinitamente pequeño de 
orden »', que acaba por obtener constantemente un valor numérico 
inferior al de un infinitamente pequeño de orden z. 


Teorema 5, Cuando el polinomio 


rt " 
aa*+ba*” +ca”? +... 


está ordenado según las potencias ascendentes de O. y el grado n' del segundo 
término es un número impar, tenemos que este polinomio, para valores numéricos 





3 Los tres teoremas demostrados, nos ayudan a corroborar nuestra afirmación de que no se 
trata de infinitésimos sino de cantidades variables, 

Es claro que Cauchy piensa en una cantidad variable que, al tener a cero como límite, 
puede considerarse como mayor que cero y menor que 1, a partir de ésto, extrae su definición 
de un orden para una cantidad infinitamente pequeña. En el primer teorema Cauchy 
compara a dos cantidades variables cuyo límite es cero y de las cuales una de ellas converge 
a dicho límite “más rápido” que la otra, resultado obtenido al comparar el orden de cada 
una de ellas. 

El segundo teorema asegura que el límite cero se puede alcanzar por valores positivos O 
por valores negativos, según el signo atribuido a a y según que el orden de la cantidad 
infinitamente pequeña sea par o impar. 

El tercer teorema sólo dice que de dos o más cantidades variables infinitamente pequeñas 
que se sumen, se obtendrá también una cantidad infinitamente pequeña cuya “rapidez de 
convergencia” a cero es equiparable (es del mismo orden) al de la más “lenta” de las 
cantidades variables que se sumaron. 
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muy pequeños de Q,, es superior o inferior a su primer término a a, según que la 
variable 0. y el cogficiente b sean del mismo signo o de signos contrarios. 


Demostración. En efecto, bajo la hipótesis admitida, la suma de los 
términos que siguen al primero, a saber 


t E 
ba”? +0” +... 


será, para valores numéricos muy pequeños de U. , del mismo signo que 
cada uno de los dos productos ba”, ba 


Teorema 6. Cuando el polinomio 


aa ”+ba” +ea” +., 


está ordenado según las potencias ascendentes de O, y el grado n' del segundo 
término es un número par, tenemos que este polinomio, para valores numéricos muy 
pequeños de 0. , finaliza por devenir constantemente superior al primer término, 
siempre que b sea positivo, y constantemente inferior siempre que b sea negativo. 


Demostración. En efecto, bajo la hipótesis admitida, la suma de los 
términos que siguen al primero tendrá, para valores numéricos muy 
pequeños de az, el signo del producto ¿a*”, y en consecuencia, el signo 


de b, 


Corolario. Suponiendo, en el teorema que precede, 2 = 0, se obten- 
drá la proposición siguiente 


Teorema 7. Si el polinomio 


É 114 
a+ba? +ca”? +.,* 


está ordenado según las potencias ascendentes de Y y n' designa un número par; 
tenemos que de entre los valores de este polinomio correspondientes a los valores 
infinitamente pequeños de Q., aquel que corresponde a 0,=0, es decir a, será 
siempre el más pequeño, cuando b sea positiva, y el más grande cuando b sea 
negativa. 


Este valor particular del polinomio, más grande o más pequeño que 
todos los valores vecinos, es lo que llamamos un máximo o un mínimo. 

Una vez que las propiedades de las cantidades infinitamente 
pequeñas han sido establecidas, se deducen las propiedades análogas de 
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las cantidades infinitamente grandes, observando que toda cantidad 


z Ge . 1 
variable de esta última especie puede ser representada por > en donde 


a. designa a una cantidad infinitamente pequeña. Así, por ejemplo, 
cuando en el polinomio 


ax br” ea” 4 bt, 
que está ordenado según las potencias descendentes de la variable x, esta 


, : 7 ; : 1 
variable deviene infinitamente grande; al ponerla bajo la forma Os 
reduce el polinomio del que se trata a 


4 b E :-9 b - ¡k 
Ll1+2a+rta?+..+a”” a” |, 
q” a a 4 a 
y reconocemos entonces de inmediato que, para valores numéricos muy 
pequeños de a, o lo que es lo mismo, para valores numéricos muy 
grandes de x, ese polinomio es del mismo signo que su primer término 
a 
dl 
0) 
Como esta propiedad subsiste en caso de que algunas de las canti- 

dades b,c... h, k se reduzcan a cero, resulta que se puede enunciar el 
siguiente teorema. 


Teorema 8. Cuando en algún polinomio ordenado según las potencias 
descendentes de la variable x, se hace crecer indefinidamente el valor numérico 
de esta variable, el polinomio acaba por ser constantemente del mismo signo que 
su primer término”. 


% Este teorema coloca ya todos los elementos previos al teorema del valor intermedio. 
Lagrange puede asegurar en su Memoria Sobre la Resolución de Ecuaciones Numéricas de todos 
los Grados, que si la variable x recorre todos los valores positivos y negativos cambiará de 
signo y —hipótesis del valor intermedio— tendrá necesariamente que anularse para algún 
valor de x. Los teoremas probados por Cauchy en este apartado no requieren la hipótesis 
de que se trate de funciones continuas; con ello marcan hasta dónde es posible afirmar 
alguna propiedad de los polinomios antes de considerar que se trata de funciones continuas. 
Claramente no será posible hablar de la existencia de una raíz del mismo (y por ende no 
será posible la prueba del teorema fundamental del álgebra) sin la condición de la 
continuidad. 
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$2. De la continuidad de las funciones 


Entre los objetos que se vinculan a la consideración de los infini- 
tamente pequeños, debemos colocar las nociones relativas a la continui- 
dad o a la discontinuidad de las funciones. Examinemos primero bajo 
este punto de vista a las funciones de una sola variable. 

Sea f ( x ) una función de la variable x, y supongamos que, para cada 
valor de x intermedio entre dos límites dados, esta función admite 
constantemente un valor único y finito. Si, a partir de un valor de x 
comprendido entre estos límites, se atribuye a la variable x un incremento 
infinitamente pequeño aL, la función misma recibirá como incremento 


la diferencia 
Hita) Ax), 


que dependerá al mismo tiempo de la nueva variable a. y del valor de x. 
Dado esto, la función f(x) será, entre los dos límites asignados a la 
variable x, una función continua de esta variable si, para cada valor de x 
intermedio entre estos límites, el valor numérico de la diferencia 


fix+a)- f(x) 


decrece indefinidamente con el de a. En otras palabras, la función 
F(x) permanecerá continua respecto de x entre los límites dados si, entre esos 
límites, un incremento infinitamente pequeño de la variable produce stempre un 
incremento infinitamente pequeño de la función”, 





3 La definición de función continua aquí introducida guarda una estrecha similitud con la 
definición dada por B. Bolzano en su Prueba puramente analítica del teorema que asegura 
que entre dos valores que dan valores de signos contrarios, existe una raíz real de la ecuación 
(Rein Analytischer Beroeis des Lebrsatzrs, dass zwischen 20) Wertben, die ein entgegengesetzes Resultat 
gewábren, wenigstens cine reelle Wurzel der Gleichung linge) de 1817. 

Para Bolzano “una función f(x) varía de acuerdo a una ley de continuidad, para los 
valores de x que se encuentran dentro o fuera de ciertos límites, si cuando x es cualquiera 
de esos valores, la diferenciaf ( x + wm ) —f( x ) puede hacerse menor que cualquier cantidad 
dada, si se hace a w) tan pequeño como se quiera”. 

Esta similitud fue objeto de una viva polémica entre los historiadores de las matemáticas. 
Ivor Grattan Guinness afirma que no puede menos que asegurarse que Cauchy conocía esta 
definición de Bolzano antes de publicar el Cours dAnalyse, Esta tesis, sostenida primero en su 
libro The Development of the Foundations of Mathematical Analysis from Euler to Riemann, publicado 
en 1970, fue sostenida con más vehemencia en su artículo “Bolzano, Cauchy and the new 
Analysis of the early nineteenth century” que apareció en los Archives for the History of Exact 
Sciences, vol, 6. Hans Freudenthal reaccionaria en contra de dicha interpretación en un artículo 
publicado en Jos mismos Archives, vol. 7, “Did Cauchy plagiarize Bolzano?” 
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Decimos que la función f(x) es, en la vecindad de un valor 
particular atribuido a la variable x, una función continua de esta variable, 
siempre que es continua entre dos límites de x que encierren el valor del 
que se trata, sin importar cúan próximos estén. 

En fin, cuando una función f( x ) deja de ser continua en la vecindad 
de un valor particular de la variable x, se dice que ella deviene entonces 
discontinua, y que existe para este valor particular una solución de continuidad. 

Después de estas explicaciones, será fácil reconocer entre qué límites 
una función dada de la variable x es continua con respecto a esta variable. 
Así, por ejemplo, la función sen x, que admite para cada valor particular 
de la variable un valor único y finito, será continua entre dos límites 
cualesquiera de esta variable, toda vez que el valor numérico de sen 


1 ¿ , Ñ 
( ol ) y en consecuencia el de la diferencia 


on (+0) smz= 2000 Za Jeos[ +30), 


decrece indefinidamente con el valor dea, cualquiera que sea el valor finito 
que se atribuya a x. En general, si se: observan bajo la relación de 
continuidad las once funciones simples que hemos considerado anterior- 
mente (Cap. 1, $ 2), a saber 


AFX, AX, ax, > e AR 


sSenX, CcosxX, arcsenx, arccosx, 


se encontrará que cada una de las funciones permanece continua entre 
dos límites finitos de la variable x, siempre que al permanecer como valor 
real entre esos dos límites, ella no devenga infinita en el intervalo. 

En consecuencia, cada una de esas funciones será continua en la 
vecindad de un valor finito atribuido a la variable x, si este valor se 
encuentra comprendido: 





Nuestro interés por recordar la definición de Bolzano es simplemente el de subrayar que 
en ambas definiciones, y sin polemizar sobre la originalidad de la misma, podemos sostener 
que se trata de definiciones locales. Es decir, tanto Bolzano como Cauchy definen la 
continuidad de una función en un cierto intervalo que contiene a la variable x; no se trata 
pues de una definición puntual tal y como lo es en el Análisis contemporáneo. 
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para las funciones 


atx 
4a=x 
ax 
A? 
sen x 
COS X 


entre los límites x=- 0, x=+00; 


para la función 
a ) 1* entre los límitesx=-—o, x=0, 


x 22 entre los límitesx=0, x=00 4; 


para las funciones 


E entre los límites x=0, x=00; 
L(x) 
en fin, 
para las funciones 


arc sen X 


entre los límites x=- 1, x=+1. 
arc Cos x 


Es bueno observar que, en el caso en el que se supone 4=+m (m 
designa a un número entero), la función simple 





€ El término “vecindad”, recien introducido por Cauchy en esta sección para establecer con 
precisión el carácter local del concepto de continuidad para una función — la función es 
continua en una vecindad de la variable— , puede fácilmente identificarse con lo que en la 
actualidad entendemos por el mismo término. Esa identificación, sin embargo, puede 
introducir una idea no existente aún en Cauchy y que establece que dicha vendad es un 
cierto conjunto que contiene a la variable — de hecho decir hoy que x es una variable en un 
conjunto es decir que se puede tomar por x a cualquier elemento del conjunto— . La idea 
de cantidad variable, que fue introducida en los Preliminares, nos hace pensar que si bien 
Cauchy acepta que la variable x puede tomar todos los valores comprendidos entre dos 
valores dados — entre ciertos límites, como él mismo dice , no hay, como se ve claramente 


PR : a . 
en esta función y» Ninguna aclaración respecto a si la variable x puede tomar el valor de 


uno de los extremos. Claramente Cauchy sabe que esta función no estaría definida para el 
valor x= 0, pero al momento de definir las “vecindades” dentro de las cuales la función es 
continua, no especifica, en los términos en los que se haría en un texto actual de Análisis, 
si el O es o no un elemento de dichas “vecindades”. Es decir, no considera a una vecindad 
como un conjunto dentro del cual sea posible tomar a un elemento arbitrario, sino 
solamente un rango de movilidad de una magnitud. 
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A 
Xx 


es siempre continua en la vecindad de un valor finito de la variable x, 
siempre que este valor esté comprendido, 


sia=+m, entre los límites x=-%,x=>+00, 


entre los límites x=-0,x=0 
s14a=-m, o bien 
entre los siguientes x=0, x= 0. 


Entre las once funciones que acabamos de citar, sólo dos de ellas 
devienen discontinuas para un valor de x comprendido en el intervalo 
en el que ellas permanecen con valores reales. 

Estas dos funciones son 


a y x“ (cuando 4=-—m). 


Una y otra devienen infinitas, y en consecuencia discontinuas, para 
x=0. 
Sea ahora 


TAIL) 


una función de varias variables x,y,Z...; y Supongamos que, en la 
vecindad de los valores particulares X, Y, Z.... atribuidos a esas variables, 
f(x,y,z,... ) seaa la vez una función continua de x, función continua 
de y, función continua de z etc. Se probará claramente que, si se designan 
por a,, B, y, ... a cantidades infinitamente pequeñas, y si se atribuyen a 
x,y,Z... los valores X,Y,Z...,0 valores muy próximos, la diferencia 


fir, y + PB 24 Y... IS (X1 Y 21 0. ) 


será ella misma infinitamente pequeña. En efecto, es claro que, bajo la 
hipótesis precedente, los valores numéricos de las diferencias 


flx+0a,y,Zr.. If (xy 2... ), 
fx+a, y+B,Z,... JH 0,J, 2) 0. ), 
flxra,y+P,z+Y,... Jofíx+a,y+B,z,... Y 
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decrecerán indefinidamente con los valores de las cantidades variables 
A, BP, Y,... ; es decir, el valor numérico de la primera diferencia con el 
valor numérico de Q., aquel de la segunda diferencia con el valor 
numérico de B, aquel de la tercera con el valor numérico y, y asi 
sucesivamente, Se debe concluir que la suma de todas las diferencias, a 


saber, 
Hait+a, y +B2+Y,...)-f(x,9,2,...), 


convergerá al límite cero, si Q%, B, y,... convergen hacia este mismo 
límite. En otros términos, 


Hx+0a y +P z+ Y...) 


tendrá por límite 


HAY zp... ). 


La proposición que acabamos de demostrar subsiste, evidentemente, 
en el caso en el que se establezcan entre las nuevas variables «£, DY 
ciertas relaciones. Basta que estas relaciones permitan a las nuevas 
variables converger simultáneamente al límite cero. 

Cuando, en la misma proposición, se reemplazan x,y,Z... por 
AY Zo... yx 0, y+B,z+Y... por Xx,y,Z... , se obtiene el enun- 
ciado siguiente, 


Teorema 1. Si las variables x, yz... tienen por límites respectivos a las 
cantidades fijas y determinadas X, Y, Z... y sila función [(x,y,Z,... ) es 
continua respecto de las variables x, yz... en la vecindad del sistema de valores 
particulares 


LASA EV, E 
Í(x,3,2,:.. ) tendrá por límite f(X,Y,Z,... y”. 


7 Este teorema asegura, por un lado, que si una función de varias variables 
Í(x,y,2,... ) es continua respecto de cada una de ellas, entonces lo será respecto al 
conjunto de todas las variables; y por el otro, asegura que en toda función continua el valor 
que ella toma en el limite de una variable es igual al limite de los valores de la función 
tomados en cada uno de los valores de la variable. Esta segunda afirmación es una mera 
reformulación de la definición de continuidad para una función, y la prueba dada aquí por 
Cauchy es válida siempre y cuando se acepte la validez de la primera afirmación. Podemos 
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Como, en ese segundo enunciado, las variables a. , $, y... seencuen- 
tran reemplazadas por x-X,y-Y,z-Z etc., las relaciones que se 
pueden establecer, en el primer enunciado entre Q, BY... , podrán 
establecerse, en el segundo, entre las cantidades x-X,y-Y, 
z-=Z; y resulta que la función f(x,y,Z,... ) tendrá por límite 
A(X,Y,Z,... ), en el caso en que las variables x,y,Z... estuvieran 
sujetas a ciertas relaciones, siempre que esas relaciones les permitieran 
aproximarse indefinidamente a los límites X, Y, Z... . 

Supongamos, para fijar las ideas, que x,y,Z... sean funciones de 
una misma variable ? considerada como independiente, y continuas con 
respecto a esta variable en la vecindad del valor particular t= 7. 

Si establecemos para mayor comodidad, 


JOY Z y 0. J=54, 


u será lo que se llama una función compuesta de la variable £; y st 


considerar que el mérito de Cauchy fue el de intentar una demostración para esta segunda 
afirmación que podía pasar como una verdad evidente. 
Sobre la primera de las dos afirmaciones, Schwarz da en 1872 el siguiente contraejemplo: 


la función f(x, y )= PS ,conf(0,0)=0.Se trata de una función que es discontinua 
y 

en el origen ya que al aproximasse al punto( 0, 0 ) por la recta x = y se tiene que en cualquier 

punto ( x, x ) de esta curva la función vale ; y en el origen vale O, sin embargo esta función 


es continua respecto de cada una de las dos variables. 

Este mismo ejemplo es retomado por René Baire en una nota presentada en la Academia 
de Ciencias de Paris el 8 de noviembre de 1897 y en la cual demuestra que una función de 
dos variables, continua respecto a cada una de ellas, tiene la propiedad de que en cualquier 
subconjunto abierto del plano siempre hay puntos en los cuales la función es continua 
respecto al conjunto de las dos variables (es decir que la función es puntualmente discontinua). 
Un segundo teorema demostrado en esta misma memoria asegura que bajo las mismas 
condiciones la función definida sobre la recta x= y es una función de una variable que es 
también puntualmente discontinua. Es importante notar que Baire no puede encontrar en 
esta memoria la generalización de este teorema para una función de más de dos variables. 
En ese mismo año, Vito Volterra escribe a Paul Appel para comunicarle que ha leido la 
memoria de Baire y que los teoremas demostrados en ella son un caso particular de un 
resultado encontrado por él y que asegura que si una función de » variables es continua 
respecto de cada una de ellas entonces existe en cualquier subconjunto abierto (del espacio 
de = dimensiones) un conjunto no numerable de puntos en los cuales la función es continua 
respecto del conjunto de variables. 

Debemos añadir que más adelante, en una nota del 28 de marzo de 1898, Baire relacionará 
a las funciones que cumplen esta condición con aquellas funciones discontinuas que se 
pueden expresar como límites de una serie de funciones continuas. 
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A Ue 
designan respectivamente los valores de 
Xy Ya Zy e, KHK, 


si se supone £= T, es claro, por una parte, que un valor de £ muy cercano 
de T dará para « un valor único y finito; por otro lado, bastará hacer 
converger £ al límite 7 para que las variables x,y,z,... conver- 
jan hacia los límites X, Y,Z,..., y en consecuencia, la función 
u=f(x,y,2... ) hacia el limite U=f(X, Y, Z... ). Se probará de la 
misma manera que si se atribuye a £ un valor muy próximo de 7, el valor 
correspondiente de la función x será el límite al cual esta función se 
aproxima indefinidamente, mientras que tconvergerá hacia el valor dado; 
y se debe concluir que « será una función continua de £ en la vecindad 
de £= 7. Podemos entonces enunciar el teorema siguiente. 


Teorema 2. Designemos por 
Xx, Y 1 Zyo 00.) 


varias funciones de la variable t, que sean continuas respecto de esta variable en 
una vecindad del valor particular t = T. Sean, además, 


DO AE 


dos valores particulares de x, y, 2 ... correspondientes a t= T; y supongamos que, 
en la vecindad de esos valores particulares, la función 


Uu=f(x,y,Z 0. ) 


sea al mismo tiempo continua respecto a x, continua respecto a y, continua respecto 
aZ,... ; tntonces u, considerada como función de l, será continua respecto a t en 
la vecindad del valor particular t = T. 


Si, en el teorema precedente, se reducen las cantidades variables 
Xx, Y, Z, ... aunasola, x, se obtendrá un nuevo teorema, que podemos 
enunciar como siguel: 


$ El teorema 2 asegura que la composición de funciones continuas es una función continua; 
sin embargo, establece como condición suficiente para asegurar la continuidad de la función 
4 =f(x,7,2... ) la continuidad de la misma con respecto a cada una de las variables, 
resultado que ya comentamos en la nota 7. El teorema 3, sin embargo, es correcto. 


Y 
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Teorema 3. Supongamos que, en la ecuación 


u=f(x), 


la variable x sea una función de una variable t. Pensemos además que la variable 
x sea una función continua de t en una vecindad del valor particula t= T, y u 
una función continua de x en la vecindad del valor particular x =X correspon- 
diente a t= T. La cantidad u, considerada como función de £, será una función 
continua respecto de esta variable en la vecindad del valor particular t= T. 


Supongamos, por ejemplo. 
u=ax y x=! eS 


donde a designa a una cantidad constante, y 2 a un número entero. Se 
concluye del teorema 3 que 
u=at”, 


es, entre dos limites cualesquiera de la variable ?, una función continua 
de esta variable. 
Del mismo modo si, 


x 


“= y 


, x=sSent, y=cost, 


se concluirá del teorema 2 que la función 
u= tan l 


es continua respecto a £ en la vecindad de un valor finito cualquiera de 
esta variable, siempre que el valor del que se trata no esté comprendido 
en la fórmula 


T 
=3+ = 
t L2Í MIS, 


en donde A designa a un número entero; es decir, siempre que este valor 
de £ corresponda a un valor finito de tan £. La función tan £ admitirá, por 
el contrario, una solución de continuidad, al devenir infinita, para cada 
valor de ¿ comprendido en la fórmula precedente. 

Supongamos también que 


USAR Xy Az tb .., 


x=bt, y=ct? ta 
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en donde a, hb, c... designan cantidades constantes. Si 4 es una función 
continua de x,y,z.... entre límites cualesquiera de esas variables, y 
X,Y,Z.... son funciones continuas de la variable + entre límites cuales- 
quiera de esta variable, se concluirá del teorema 3 que la función 


u=a+rbtec+... 


es ella misma continua respecto a la variable £ entre dos límites cuales- 
quiera. En consecuencia, como para t=0 se tiene 4=a, si se hace 
converger £ hacia el límite cero, la función x convergerá hacia el límite a, 
y terminará por adquirir el mismo signo que este límite; lo que concuerda 
con el teorema 4 del 81. 

Una propiedad importante de las funciones continuas de una sola 
variable, es la de poder servir para representar en geometría a las 
ordenadas de lineas continuas rectas o curvas. De esta observación se 
deduce fácilmente la siguiente proposición. 


Teorema 4, Si la función f ( x ) es continua respecto a la variable x entre 
los límites x=x9,x=X, y si se designa por b a una cantidad intermedia entre 
Jl) f(X), se podrá siempre satisfacer la ecuación 


Hx)=b 
para uno o varios valores reales de x comprendidos entre xo y X, 


Demostración. Para establecer la proposición precedente, basta 
hacer ver que la curva que tiene por ecuación 


yJ=f(x) 
cruzará una o varias veces a la recta que tiene por ecuación 

. y = b 
en el intervalo comprendido entre las ordenadas que corresponden a las 
abscisas xo y X; es evidente que esto tendrá lugar bajo la hipótesis admitida. 
En efecto, al ser continua la función f(x) entre los límites x=x0, 
x=X, la curva que tiene por ecuación y =f(x), y que pasa 1? por el 
punto correspondiente a las coordenadas xy, f (xo ); 2? por el punto 
correspondiente a las coordenadas X y f( X') será continua entre estos 


dos puntos, y como la ordenada constante b de la recta que tiene por 
ecuación y = bh se encuentra comprendida entre las ordenadas f( xo), 
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f(X) de los dos puntos que estamos considerando, la recta pasará 
necesariamente entre estos dos puntos, lo que no se puede hacer sín 
reencontrar en el intervalo a la curva mencionada. 

Se puede, como lo haremos en la nota III, demostrar el teorema 4 
por un método directo y puramente analítico, que tiene la ventaja de dar 
la solución numérica de la ecuación 


fo) =P. 


2 En la nota 111 del Curso de Análisis Cauchy enuncia y demuestra de manera puramente 
analítica este mismo teorema del valor intermedio: 

Teorema. Sea f(x) una función real de la variable x que permanece continua respecto a esta 
variable entre los límitesx = xo, x =X. Si las dos cantidades f ( xo )y F( X") son de signos contrarios, 
se podrá satisfacer a la ecuación 
(1) f(x)=0 
para uno o varios valores reales de x comprendidos entre xo y X. 

Demostración. Sea xo la menor de las dos cantidades xa y X. Hagamos h =X — xo y designemos 
por m a un número entero arbitrario superior a la unidad. Como de las dos cantidades 
f(x) y f(X) una es positiva y la otra es negativa, si se forma la sucesión 


100.185 )1(8+2%) 0 (A) AX) 


y si se comparan en esta sucesión el primer término con el segundo, el segundo con el 
tercero, el tercero con el cuarto, etc., se acabará necesariamente por encontrar una O varias 
veces dos términos consecutivos que serán de signos contrarios. Sean f( x1 ) y f(X” ) dos 
términos de esta especie, con.x el más pequeño de los dos valores correspondientes de x. Se 
tendrá evidentemente 


m<n<X <X, y 
: b 1 
X === p(X-%). 


Una vez determinados x, y X” como acabamos de hacerlo, será posible nuevamente 
encontrar entre ellos otros dos valores de x, xz y X”” , que sustituidos en f(x ) den resultados 
de signos contrarios y que sean propios para verificar las condiciones 


a<cu<X"<X'", y 
1 1 
X"-n= (Xx == (X-x%). 
m 


Al continuar así, se obtendrá una serie de valores crecientes de x, a saber 


(2) Xos Xp» Xr «o. 
y una serie de valores decrecientes 
(3) AA 


que rebasan a los primeros, respectivamente, por cantidades iguales a los productos 


1x(X-x0), Lx (X-0), Lx (KX20), is 
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83. Valores singulares de las funciones 
en algunos casos particulares 


Cuando una función de una o de varias variables admite un sólo 
valor, de un sistema de valores atribuidos a las variables que ella encierra, 
este valor único se deduce ordinariamente de la definición misma de la 
función. Si se presenta el caso particular en el que la definición dada no 
puede dar de inmediato el valor de la función que se considera, se buscan 
el límite o los límites hacia los cuales esta función converge, mientras 
que las variables se aproximan indefinidamente a los valores particulares 
que les son asignados; y si existen uno o varios límites de esta especie, 
ellos son vistos como otros tantos valores de la función bajo la hipótesis 
admitida. Llamaremos valores singulares de la función propuesta a aquellos 
que se encuentran determinados de esta forma. Tales son, por ejemplo, 
aquellos que se obtienen al atribuir a las variables valores infinitos, y 
también aquellos que corresponden a las soluciones de continuidad. La 
búsqueda de valores singulares de las funciones es uno de los problemas 
más importantes y más delicados del análisis: esta busqueda ofrece mayor 


por lo que acabarán por diferir de esos primeros valores en tan poco como se quiera. Se 
debe concluir que los términos generales de las series (2) y (3) convergerán a un límite 
común, sea a este limite. Puesto que la función f(x) es continua desde x=xp hasta 
x=X, los términos generales de las siguientes series 


EIA ED 
TADA A 


convergerán igualmente hacia el límite común f( a ); y como al aproximarse a este límite 
serán siempre de signos contrarios, es claro que la cantidad f( 4), que es finita, no podrá 
ses diferente de cero, En consecuencia se verifica la ecuación 


(1) Hx)=0, 
al atribuirle a la variable x el valor particular a comprendido entre xp y X. En otras palabras, 
(4) Xx=4 


será una raíz de la ecuación (1). 

Esta demostración analítica reproduce el estilo de la prueba que para la misma proposición 
establece Bolzano en su texto de 1817 (citado en la nota 5); en ambas la prueba se sustenta 
sobre un principio derivado de la propiedad de continwidad del dominio de la función (en 
este caso el intervalo (xa, X')). La afirmación de que las sucesiones (2) y (3) convergen al 
mismo punto es en este caso una modalidad del teorema que asegura que una sucesión 
monótona y acotada es convergente. 

En la demostración propuesta por Bolzano, el argumento descanza sobre una proposi- 
ción auxiliar 


Teorema. Ser M una propiedad que no se cumple para todos los valores de un intervalo, pero 
que se cumple para todos aquellos que son menores que u. Es posible entonces encontrar un valor U 


Curso de análisis 101 


o menor dificultad, según la naturaleza de las funciones y el número de 
variables que encierra. 

Si, para comenzar, consideramos a las funciones simples de una sola 
variable, se encontrará que es fácil fijar sus valores singulares. Esos valores 
corresponden siempre a una de las tres hipótesis 


x=-0, x=0, x=0, 
y son respectivamente, 


para la función 


a+x a desiga una aHK-0o)=-w a+om= 0 oo. 
cantidad cualquiera 


a=x adesiga una a-(-0)=0w 4-0=-0w 
cantidad cualquiera 


e lirio ie positiva ax(=o)==0w  axo= 0  ... 
a designa una cantidad negativa 24x(-0o0)= wm  a4x0o=-00 


, : a a a a 
a designauna cantidad positiva ——=0 L=+0o —=0 
a [ —00 0 0 
x : , 5 a a a 
a designauna cantidad negativa —=0 -==70  —=0 
RA E —00 o + o) 





que es el mayor de los que cumplen con la propiedad de que M se cumple para todos los que son menores 
que U. 


Si se toma una función continua y m y m + m son valores para los cuales f( m ) < 0 y 
f( mn + 1) > 0, entonces, por la propiedad de continuidad definida, es posible que existan 
valores s tales que f( mm +5) < 0, Sea M la propiedad que caracteriza a los valores s de que 
f(m+s)<0, Se sabe que la propiedad M no es válida para todos los valores, Sea U el 
valor cuya existencia asegura el teorema auxiliar. Si f( mm + U) < 0, entonces la propiedad 
de continuidad de la función permite asegurar que hay un valor s, suficientemente pequeño, 
tal quef( m + U +5) < 0 y en ese caso U no sería el valor máximo asegurado por el teorema. 
Si ahora se supone f( m + U) > 0, entonces, por la misma razón de continuidad, existe un 
valor s que satisface f(m+U-s5)>0 y U nuevamente no tendría las propiedades 
aseguradas por el teorema auxiliar, Sólo resta la posibilidad de que f(m + U) =0 lo que 
demuestra el teorema central. 

Para este teorema auxiliar, que es una versión del axioma del supremo, Bolzano intenta 
una demostración similar a la de Cauchy: afirma que una sucesión acotada y creciente 
siempre será convergente (primera versión, por cierto, del teorema de Bolzano Weierstras. 
Algunos aspectos de esta demostración de Bolzano serán comentados en nuestra nota 2 del 
capítulo VI). Tanto Bolzano como Cauchy tratan de mostrar que el valor para el cual la 
función se anula es el supremo del conjunto de valores para los cuales la función es positiva 
(o negativa). Cabe señalar sin embargo, como ya se hizo anteriormente, que esta actualización 
de la prueba dada por Cauchy y Bolzano requeriría de la existencia de un lenguaje conjuntista 
inexistente aún en ellos. 
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e on pe 0”=0 0 *=0w 
a designa una cantidad negativa 0=0w 0*=0 
4 A>1 A4*"=s0 Az =00 
A<1 Ae £4=1 LP =0 
Base del log. > 1 a L(0)=-w L(w)= w 
EC) ae DoS L(0)= w L(0m)=-0w 
sen x e sen(—-o)=M((-1,+1)) ... sen(owo)=M((-1,+1)) 
cos x A cos(-w0)=M((-1,+1)) ... cos(w)=M((-1,+1)) 


La notación M ((— 1, + 1) ) designa a cualquier cantidad intermedia 
entre los dos límites — 1 y + 1. 

Es bueno observar que, en el caso en el que se supone 4=tm 
(71 designa a un número entero), la función simple 


y 


admite tres valores singulares, a saber, 


cuando 71 ts un número par (-0)”=00, 0”=0, 00” =00, 
a=+m in es impar (-0)"=-0w, 0*=0, o” =0w, 
cuando mm es un número par (-o)”=0, 0”=00, o ”=0, 
a=-m m es impar (-oy*=0,  ((0)”"=tw, 0 ”=0, 


Consideremos ahora a las funciones compuestas de una sola variable 
x. Algunas veces es fácil encontrar sus valores singulares. Así, por ejemplo, 
si se designa por A a un número entero cualquiera, se reconocerá sin 
dificultad que para la función 





sus valores singulares están comprendidos en las tres fórmulas 


tan((o))=M((-0,+0)), 


wn [2415 )Jozo, 


tan ((-0))=M((-0,+0)), 
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mientras que los valores singulares de la función inversa 





arc tan x= arc sen 
l+x 


son respectivamente 


arc tan (-00)==5, arc tan(co)=>. 


Pero con frecuencia problemas similares presentan verdadera dificul- 
tad. Por ejemplo, no nos damos cuenta de inmediato cómo podremos 
determinar el valor singular de la función 


Xx 
Xx 


cuando se supone x= 0; o el de la función 


ml 


Xx 


cuando se toma x=00 . Para dar una idea de los métodos que conducen 
a la solución de los problemas de esta especie, vamos a establecer aquí 
dos teoremas con cuya ayuda se pueden, en un gran número de casos, 
determinar los valores singulares que reciben las dos funciones 


LD. oy 


x 
cuando se supone x=0w0, 
Teorema 1. Sí para valores crecientes de x, la diferencia 


fra) 
converge hacia un cierto límite k, la función 
£(x) 
x 


convergerá al mismo tiempo al mismo límite, 


Demostración. Supongamos primero que la cantidad k tiene un 
valor finito, y designemos por £ a un número tan pequeño como se quiera. 
Puesto que los valores crecientes de x hacen converger a la diferencia 
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Hx+1)-f(x) 


hacia el limite A, se podrá dar al número 4 un valor suficientemente 
grande para que, si.x es igual o superior a 4, la diferencia de la que se trata 
esté comprendida entre los límites 


k-e, hs”, 


Si ahora se designa por 2 a un número entero cualquiera, cada una 
de las cantidades 


FOR 10), 
F0642)-[(b+ 1), 
fi+n)-fh+n—1), 
y en consecuencia su media aritmética, a saber, 
[(A+n)—f(b) 
2 3 
estará comprendida entre los límites A — €, k + €. Se tendrá pues 


LALO) e 
n 


en donde Q: es una cantidad comprendida entre los límites — e, + €. Sea 
ahora 
b+n=x. 


La ecuación anterior devendrá 


(0 ¡OCIO 
x-h 
y de ahí se concluirá 


lO La observación hecha aquí por Cauchy es equivalente a la actual definición del límite de 
una función. En efecto, decimos hoy que dim F (x)=k si para toda € > 0 existe h tal que 


si |x| <bh, entonces | f(x)-k | <e. Lo realmente interesante es que este argumento no 
se presenta bajo la forma de una definición de lo que significa que una función tenga un 
límite finito cuando el valor de la variable tiende a infinito, sino come parte de un 
argumento en una demostración particular, 
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o Fo) = (M0) + (bh) (k+0), 
2 
0D b ara) 
ES x x 
Además, para hacer crecer indefinidamente el valor de x, bastará 
hacer crecer indefinidamente al número entero x, sin cambiar el valor de 
h. Supongamos por tanto que en la ecuación (2) se considera h como una 
cantidad constante, y x como una cantidad variable que converge hacia 


el límite oo. Las cantidades 
[O) 2 


Xx Xx 


comprendidas en el segundo miembro, convergerán hacia el límite cero, 
y el segundo miembro convergerá hacia un límite de la forma 


k+a, 


donde a. está siempre comprendida entre — € y + €. En consecuencia, la 


razón 
f(x) 


x 

tendrá como límite a una cantidad comprendida entre k— € y k + €. Esta 

conclusión deberá subsistir, no importa cuán pequeño sea el número €, 

por lo que resulta que el límite en cuestión será precisamente la cantidad K. 
En otras palabras, se tendrá 


6) til = += tim Lf(x+1)=f()). 


Supongamos, en segundo lugar, Á = 00, Al designar entonces por Ha 
un número tan grande como se quiera, se podrá siempre atribuir al número 
h un valor muy grande, para que si x es igual o superior a h, la diferencia 


Mor DE, 


que converge al límite co, devenga constantemente superior a H My, 
razonando de la misma forma, se establecerá la fórmula 





* La observación hecha aquí por Cauchy es equivalente a la actual definición de que el límite 
de una función es infinito cuando la variable tiende a infinito. En efecto, decimos hoy que 
dim f (x)=0 si para toda H > 0 existe h tal que si x > hb, entonces f(x)>H. 
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En) f05). y 


n 


Si ahora hacemos h + 1 = x, se encuentra, en lugar de la ecuación (2), 
la siguiente fórmula 


¡ORO 
z x 
de la cual se concluye, al hacer converger x al límite 00, 
tim ÉG22 >H. 


El limite de la razón 


Hx) 


X 


será pues superior al número H, por grande que éste sea. Este límite que 
es superior a todo número asignable no puede ser otro que el infinito 
positivo. 

Supongamos, en fin, que k=- «o, Para reducir este último caso al 
anterior, bastará observar que si la diferencia 


Hx+1)-f(x) 


tiene por límite — oo, la siguiente 
[A+ 1)]-[-f(x)] 
tendrá por límite + 00, Se concluirá que el límite de a es igual a 


. Xx 
+ 00, y en consecuencia aquel de 42 a—o, 
Corolario 1. Para mostrar una aplicación del teorema anterior, 


supongamos 
Mx) =L(x), 


L es la característica de los logaritmos en un sistema cuya base sobrepasa 
a la unidad. Se encontrará 


OSO ELLO =L|1+ 7) 
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y en consecuencia 
1 
bt [tez Jal 1)=0. 


Se puede entoncer afirmar que si x crece indefinidamente, la razón 


L(x) 


x 


convesgerá hacia el límite cero; y resulta que en un sistema cuya base es 
superior a la unidad, los logaritmos de los números crecen mucho menos 
rápidamente que los números mismos. 


Corolario 2. Supongamos, en segundo lugar, 


fr)=4, 


A designa a un número superior a la unidad. Se encontrará 


Ar) AP ASA (A 1) 


y en consecuencia 


k=A (A-1)=0, 
Se puede así afirmar que si x crece indefinidamente, la razón 
A 
ES 


converge al límite co; de donde resulta que la exponencial A”, cuando el 
número A rebasa a la unidad, termina por crecer mucho más rápido que la 
variable x. 


Corolario 3. Debemos observar, además, que no se debe buscar por 
el teorema 1 el valor de la razón 


£(x) 
, 
Xx 
correspondiente a x= 00, mas que en el caso en que la función f(x) 
devenga infinita con la variable x, e) 


Si esta función permaneciera finita para x=00, la razón 
tendría claramente cero como límite. 
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Pasamos ahora al teorema que sirve para determinar en varios casos 
el valor de 24 
FG) Pp 


para x=00, He aquí en qué consiste: 


Teorema 2, Si la función f(x ) es positiva para valores muy grandes de 


xy la razón 
zó [(x+1) 
Íx) 
converge al límite k cuando x crece indefinidamente, entonces la expresión 
pa 
FG) y» 


converge al mismo tiempo al mismo límite. 


Demostración. Supongamos primero que la cantidad k, que nece- 
sariamente es positiva, tiene un valor finito, y designemos por £ a un 
número tan pequeño como se quiera. Puesto que los valores crecientes 
de x hacen converger la razón 


[(x+1) 
Fx) 


hacia el límite k, se podrá dar al número h un valor suficientemente 
grande para que, siendo x igual o mayor que b, la razón de la que se trata 
esté siempre comprendida entre los límites 


k=E, k+E. 


Si ahora designamos por » a un número entero cualquiera, cada una 
de las cantidades 


Mb+1) fA+2) [A+ ) 
FAY? fr O m1 y” 


y, en consecuencia, su media geométrica, a saber, 


fh+n) d 
Ho») 


se encontrará comprendida entre los límites k- €, +8, 
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Se tendrá pues 


fh) 


siendo 1 una cantidad comprendida entre los límites — €, + e. Sea ahora 


ox [mara 


hb+rn=x. 
La ecuación anterior devendrá 


(4) Ea 
hol k+0a, 


y se concluirá 


f6)= f05)-(4+ay7?, 
6) | | ; 
LAA 0) (Ara) oz, 
Además, para hacer crecer indefinidamente el valor de x, bastará con 
hacer crecer indefinidamente al número entero », sin cambiar el valor de 
h. Supongamos, en consecuencia, que en la ecuación (5) se considera a 


h como una cantidad constante, y x como una cantidad variable que 
converge al límite oo. Las cantidades 


z b 
LADY, e 
incluidas en el segundo miembro, convergerán al límite 1, y el segundo 
miembro mismo convergerá a un límite de la forma 
k+0, 


donde aL siempre está comprendida entre — € y + £. En consecuencia, la 
expresión 


1 
CICDIN 


tendrá por límite a una cantidad comprendida entre k— € y k + €. Esta 
conclusión deberá subsistir, no importa cuan pequeño sea del número 
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E, resulta así que el limite en cuestión será precisamente la cantidad 4. En 
otras palabras, se tendrá 


6 : a LAO 
(6) lim [f(b)%=k= lim a 


Supongamos, en segundo lugar, a la cantidad A infinita, es decir, 
puesto que esta cantidad es positiva, k=>00, Al designar ahora por Ha 
un número tan grande como se quiera, se podrá siempre atribuir al 
número 4 un valor suficientemente grande para que, si x es igual o 


superior a h, la razón ds 
fx) ” 


que converge al límite co, sea constantemente mayor que H. Al razonar 
como lo hemos venido haciendo anteriormente, se establece la fórmula 


Kib+n) E 
Ab) a. 


Si ahora se pone 4 + n = x, se encontrará, en lugar de la ecuación (5), 
la siguiente fórmula 


ji E] 
CO P>LA)PA 73, 
de la cual se concluirá, al hacer converger x al límite oo, 


lim [SO P>H. 


El límite de la expresión : 
LAGO Y 


será mayor que el número AH, por grande que éste sea. Este limite, mayor 
a todo número asignable, no puede ser sino el infinito positivo. 

Nota. Podríamos fácilmente demostrar la ecuación (6), al buscar por 
el teorema 1 el límite al que converge el logaritmo 


Li) o LAO 


y pasando de nuevo de los logaritmos a los números. 
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Corolario 1. Para dar una aplicación del teorema 2, supongamos 





Mx)=x 
se tendrá 
f(x+1 E A 
A A 
y en consecuencia, al pasar a los límites, 
k=1. 


Así, si se hace crecer indefinidamente a la variable x, la función 
1 
yq 
convergerá al limite 1. 
Corolario 2, Sea, en segundo lugar, 
fíx)=ax"+ be lec =P, 
de tal modo que P designe a un polinomio en x de grado ». Se encontrará 


fer 1) 


fx) 





y, al pasar al límite, 


O 
a 


1 
Si entonces P representa a un polinomio entero cualquiera, P* tendrá 
por límite 1. 


Corolario 3, Sea en fin 


Hx)=L(x). 


Se encontrará 
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a L(s)+L (143) L|1+3) 
EEE A ES 


y, pasanso al límite, 
k=1, 


1 
En consecuencia [ £ ( x)]* tiene también como límite a la unidad. 

Los teoremas 1 y 2 subsisten claramente en el caso en el que se 
considera que la variable x adquiere sólo valores enteros. En efecto, para 
hacer aplicables a estos casos particulares las demostraciones que 
acabamos de dar de los dos teoremas, basta concebir que la cantidad 
designada por h en cada una de esas demostraciones, deviene un número 
entero muy grande. Si, en el mismo caso, se representan los valores 
sucesivos de la función f(x) correspondientes a las diversos valores 
enteros de x, a saber, 


FDO AB) 0 Hr), 
por 
Ar, Las Agys Ay 

se obtienen en lugar de los teoremas 1 y 2 las proposiciones siguientes”?, 

Teorema 3. Si la sucesión de cantidades 

SAL A A 
es tal que la diferencia entre dos términos consecutivos de esta sucesión, a saber, 
An+1— An, 

converge constantemente, para valores crecientes de n, al límite fijo A, la razón 


Án 
Xn 


convergerá al mismo tiempo al mismo límite, 





12 Además de los teoremas 3 y 4 que se deducen a continuación, Cauchy introduce 
implicitamente la definición del Jímite de una sucesión. Este es, en efecto, un caso particular 
del límite de una función cuya variable recorre a la sucesión de los números naturales. 
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Teorema 4. Si la sucesión de números 
Ár, Á2, As, ..» Án, ... 
es tal que la razón entre dos términos consecutivos, a saber, 


An +1 
Án 


converge constantemente, para valores crecientes de n, al límite fijo A, la expresión 


(Ar y 
convergerá al mismo tiempo al mismo límite. 
Para mostrar una aplicación del último teorema, supongamos 
Ap=1-2-3.,.,.3. 
La sucesión 4, Az, ... devendrá 
O O O E DL O 


y la razón entre dos términos consecutivos de la misma sucesión, a saber 


An+1_1:2:3. 2(2+1)_,,3 
An 1-2-3..2 


convergerá evidentemente, para valores crecientes de n, al límite oo, En 
consecuencia, la expresión 


CANE di n y 


convergerá al mismo límite. 
Por el contrario, se encontrará que la expresión 


1 


1 a 
1-23...» 


converge, para los valores crecientes de 2, al límite cero. 

Con ayuda de los teoremas 1 y 2, podemos con frecuencia, determi- 
nar el valor singular que recibe una función compuesta de la variable x, 
mientras que esta variable se desvanece. Así, por ejemplo, si se quiere 
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Obtener el valor singular de x%, que corresponde a x= 0, bastará buscar el 
límite al cual converge, para valores crecientes de x, la expresión 


z | = E Este límite, en virtud del teorema 2 (corolario 1), es igual a 
E 


la unidad. 
Igualmente se concluirá del teorema 1 (corolario 1) que la función 


xL(x) 


se anula junto con la variable x. 

Cuando los dos términos de una fracción son cantidades infinitamente 
Pequeñas, cuyos valores numéricos decrecen indefinidamente con aquellos de la 
variable Q, el valor singular que recibe esta fracción, para O. = 0, podrá ser tanto 
finita, como nula o infinita. En efecto, designemos por k,k' a dos 
constantes finitas que no sean nulas, y por £ , €' a dos números variables 
que convergen con Al al límite cero. Dos infinitamente pequeños, uno de 
orden z, el otro de orden »*, podrán ser representados respectivamente por 


ka*(1te), Ko” (tte), 


y su razón, a saber, 








Po7(1t6)_E 1% on E Lts 1 
ka”(1t+e) A lte k 1h ¿2-7 


tendrá evidentemente por límite 
7 si se supone 1'=32, 


0, sisesupone 2'>x», 
+00, sise supone n'*<x. 


Se probará igualmente que el límite al cual converge la razón de dos 
cantidades infinitamente grandes, mientras que sus valores numéricos crecen 
indefinidamente junto con el de una misma variable x, puede ser nulo, finito o 
infinito. Pero este límite tiene un signo determinado, siempre igual al 
producto de los signos de las dos cantidades que se consideran. 

Entre las fracciones cuyos dos términos convergen con la variable 
a al límite cero, se debe considerar a la siguiente 
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fíx+a)-f(x) 


a 1 
siempre que se atribuya a la variable x un valor en cuya vecindad la función 
f(x) permanece continua. En efecto, bajo esta hipótesis, la diferencia 


fi+a)- f(x) 


es una cantidad infinitamente pequeña. Podemos también señalar que es, 
en general, un infinitamente pequeño de primer orden, de modo que la 


razón 
fl x+0 Ed x) 


OL 


converge ordinariamente, mientras que el valor numérico de a. disminuye, 
hacia un límite finito diferente de cero. Este límite será, por ejemplo, 


2x, sisetoma f(x)=x% 


y ez si setoma f(x) =£. 


En el caso particular en el que se supone x= 0, la razón 


fix+0 f(x) 


a 


se reducirá a esta otra 


a)-f(0 
a 


Entre las razones de esta última especie, nos limitaremos aquí a considerar 


la siguiente 
sen Cl 


a 
Como se puede poner bajo la forma 
sen (- a) 
— Q se 


su límite permanecerá igual, cualquiera que sea el signo de QL. Dicho esto, 
concibamos ahora que el ángulo A recibe un valor positivo muy pequeño. 
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La cuerda del ángulo doble 2 Qt está representada por 2 sen aL, se tendrá 
evidentemente 2 QA > 2 sen (1, y en consecuencia 


A > sen OL, 


Además, la suma de las tangentes tomados en los extremos del ángulo 
2 0 están representadas por 2 tan a, y forman una porción de polígono 
que envuelve a este ángulo, se tendrá también 2 tan a >20, y, en 
consecuencia, 

tana >a. 


Al reunir las dos fórmulas que acabamos de establecer, se encontrará 
sena <a<tana; 
y, al sustituir por tan « su valor, 


sen Q 
sen AU <Q <= 
cos O 


y en consecuencia 


a 1 
< 


, 
sen Ql cos 








1< 


sen A 





1> > cos. 


Así, mientras que G. disminuye, cos QU converge al límite 1: y será lo 
sen 





mismo, a fortiori para la razón , comprendida siempre entre 1 y cos 
at; de modo que se tendrá 


(7) lion DA 2 1 ; 
a 


Como la búsqueda de los límites a los cuales convergen las razones 


[(<+0)-f(x) f(a)-f(0) O ; 
za , za , es uno de los principales objetos 


del cálculo infinitesimal, no nos ocuparemos más de ellos”, 


13 Esta es la única mención que Cauchy hace de la derivada en el Análisis Algebraico. El 
estudio detallado de estos límites se lleva a cabo en las Lecciones del Cálculo Infinitesimal, 
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Nos queda examinar los valores singulares de las funciones de varias 
variables. Algunas veces esos valores están completamente determinados, 
y son independientes de las relaciones que se podrían establecer entre las 
variables. Así, por ejemplo, si se designan por 


A 


cuatro variables positivas, de las cuales las dos primeras convergen al 
límite cero, y las dos últimas al límite oo, se verá sin dificultad que las 
expresiones 


ap, xy, 


x je 


$ al, 


tienen por límites respectivos 
0, oa, 0, o, 0, o. 


Pero con frecuencia el valor singular de una función de varias 
variables no puede determinarse por completo salvo en el caso particular 
en que, al hacer converger esas variables a sus límites respectivos, se 
establezcan entre ellas ciertas relaciones; y mientras que esas relaciones 
no estén fijadas, el valor singular del que se trata es una cantidad 
totalmente indeterminada, o sujeta solamente a permanecer com- 
prendida entre límites conocidos. Así, como se ha señalado anterior- 
mente, el valor singular al que se reduce la razón de dos variables 
infinitamente pequeñas, en el caso en que cada una de esas variables se 
anule, puede ser una cantidad finita, nula o infinita. En otras palabras, 
este valor singular estará completamente indeterminado. Si, en lugar de 
dos variables infinitamente pequeñas, se consideran dos variables infini- 
tamente grandes, se encontrará que la razón de estas últimas converge a 
un límite arbitrario, positivo o negativo según que las dos variables sean 
del mismo signo o de signo contrario, mientras que sus valores numéricos 
crecen indefinidamente. Es también fácil aseguras que el producto de una 
variable infinitamente pequeña por una variable infinitamente grande 
tiene como límite una cantidad completamente indeterminada. 

A fin de presentar una última aplicación de los principios que 
acabamos de establecer, busquemos qué valores hay que atribuir a las 
variables x y y para que el valor de la función 


Hi= 


y 
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sea indeterminado. Si se designa por A a un número mayor a la unidad, 
y por L a la característica de los logaritmos en un sistema cuya base es 
AÁ, se tendrá evidentemente 


y= Á L(») ; 
y en consecuencia 
1 £) 
JIZA o 
Ahora bien, es claro que la expresión 
L(7) 
AE 


convergerá a un limite indeterminado cuando la razón 


L(x) 


x 


converja ella misma a un límite semejante, lo que sucederá en dos casos 
diferentes; a saber, 12 cuando £ ( y ) y xsean dos cantidades infinitamente 
pequeñas, es decir, cuando x y y tengan como límites respectivos 0 y 1. 
2? cuando £ ( y ) y xsean dos cantidades infinitamente grandes, es decir, 
cuando x tenga un límite infinito y y tenga como límite 0 óoo, Es prudente 
observar que, en un caso y en otro, el límite indeterminado de la expresión 
L 
y ra = y 

será necesariamente positivo, Puede suceder que este límite deba estar 
comprendido entre los valores extremos 0 y 1, o bien entre los siguientes, 
1 e oo, Concibamos, por ejemplo, que cada una de las variables x y y 
converja al límite oo, En este caso, al ser el límite de la razón 


L(z) 


x 


una cantidad positiva cualquiera, el de y? =AÁ Dr no podrá ser sino una 
cantidad intermedia entre 1 e oo, Este valor intermedio será indetermi- 
nado, en tanto no se establezca entre las variables infinitamente grandes 
x y y una relación particular. Pero si se supone 
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>= fx), 


en donde f( x ) designa a una función que crece indefinidamente con la 
variable x, entonces el valor intermedio del que se trata, que no es otra 
cosa sino el límite de 


LOJE, 


tendrá un valor determinado, que se podrá calcular con ayuda del 
teorema 2. ¿ 
Si, en lugar de la función y *, se hubiera considerado a la siguiente 


Y» 

se habría encontrado que esta última deviene indeterminada, 12 cuando 
la variable y converge al límite 1, y la variablexa—w0 Ó a +0; 2* cuando 
la variable x tiene al cero por límite, y y converge a cero o al infinito 
positivo. 

Algunas veces se encuentran en el cálculo expresiones singulares que 
no pueden ser consideradas mas que como límites a los que convergen 
funciones de varias variables, mientras que esas mismas variables devienen 


infinitamente pequeñas o infinitamente grandes, o, más generalmente, 
convergen a límites fijos. Tales son, por ejemplo, las expresiones 


0x0, os exo, aa 0x0, o, a 
0 00 


entre las cuales se deben ver a las dos primeras como los límites a los que 
convergen el producto y el cociente de dos variables infinitamente 
pequeñas, las dos siguientes como los límites del producto y del cociente 
de dos variables infinitamente grandes. Si se consideran en particular las 
expresiones singulares que producen las funciones 


xo ox 
xXF+), XY, y Ys ys 


se encontrará que cuando las variables permanecen independientes, los 
valores de esas mismas expresiones, pueden ser fácilmente fijados por 
medio de las equivalencias precedentes. Las ecuaciones que servirán a 
determinar esos valores serán respectivamente 


+l— 
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para la función 


+y 


*) 


Rx 


Sin 
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o+0=0, -=M((-0m,+0)); 


[ 0x0=0, 0xwo=0x-o=M((-0,+0)), 


0 Xx 0230 X=00=00, 0X-—0==00; 


o -m nn. =0 
E o 


0 0.0 co 
A: id nm 
M((-0w,0)); 


E M=0*=0, 
d"=w”"=0w, 1”=1"=M((0,0)); 


[ S=oi=060, 500 M((0,1)), 
1 > 
=05=M((1,0)), 180=M((0,0)). 


1011 
(Capítulo IV) 


Determinación de las funciones enteras 

a partir de un cierto número de valores 

particulares que suponemos conocidos 
Aplicaciones 


$1. Investigación de las funciones enteras 
de una sola variable para las cuales 
se conoce un cierto número 
de valores particulares 


Determinar una función cuando un cierto número de valores 
particulares se suponen conocidos, es lo que llamamos ¿interpolar, Cuando 
se trata de una función de una o de dos variables, esta función puede 
considerarse como la ordenada de una curva o de una superficie; y el 
problema de la interpolación consiste en fijar el valor general de esta 
ordenada dado un cierto número de valores particulares; es decir, a hacer 
pasar la curva o la superficie por un cierto número de puntos. Este 
problema puede resolverse de una infinidad de maneras, y en general el 
problema de la interpolación es indeterminado. De cualquier forma la 
indeterminación termina si al conocimiento de los valores particulares 
de la función buscada se añade la condición expresa de que esta función 





1 El $3 de este capítulo, dedicado a las aplicaciones de las determinaciones de las funciones 
enteras, no está incluido en nuestra edición. 
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sea entera y de un grado tal que el número de sus términos sea igual al 
número de valores particulares dados?, 

Supongamos, para fijar las ideas, que se consideran primero las 
funciones enteras de una sola variable x. Se establecerá fácilmente para 
ellas las siguientes proposiciones. 


Teorema 1. Si una función entera de la variable x se anula para un valor 
particular de esta variable, por ejemplo para x= xo, ella será divisible algebrai- 
camente por x— xq. 


Teorema 2, Si una función entera de la variable x se anula para cada uno 
de los valores de x comprendidos en la sucesión 


WrX11 My... Xa-1s 


en donde 7 designa a un número entero cualquiera, ella será necesaria- 
mente divisible por el producto 


(1-0) (x-0)(x-x).. (1-x%.-1)?. 





2 E problema de la interpolación es un tema ya conocido para esta época. Al restringirse 
al caso en el que se trata de determinar a una función entera a partir de un cierto número 
finito de puntos, Cauchy retoma el problema de encontrar a un polinomio a partir de un 
cierto número de valores, o bien el problema de encontrar a una curva que pase por un 
cierto número de puntos, 

El problema de encontrar a una cónica que pase por tres puntos es conocido desde la 
antigúedad, pero es a partir del siglo XVII que se presenta el problema de la interpolación 
para un polinomio, sin duda con el propósito de encontrar una aproximación polinomial 
para cierto tipo de funciones trascendentes, como la función logaritmica. Dos momentos 
importantes para este problema lo constituyen el cálculo de Newton de un polinomio de 
grado n a partir de ( » + 1 ) puntos y el establecimiento de la fórmula de interpolación dada 
por Lagrange: si se quiere encontrar un polinomio « de grado a que para el valor x; de la 
incógnita toma el valor s;, se tiene 


kixn+] 
(x)=D Pa, 4(x);0n donde se tiene que 
tka1 






a aan Mama rd... (14 -— x0+1) 


lsik=¿f 


y Po (0) 98452 heroe 


3 Los teoremas 1 y 2 se encuentran íntimamente vinculados con el problema de encontrar 
las raíces de un polinomio o bien los valores para los cuales una función entera se anula; 
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Sean ahora Y (x) y y (x) dos funciones enteras de la variable x, 
ambas de grado » — 1, y que son iguales entre sí para cada uno de los x 
valores particulares de x comprendidos en la sucesión X9,%1,X2) Xn-10 





sin ambargo Cauchy los considera aquí de manera independiente a la prueba de la existencia 
de dichas raices — prueba vinculada con el teorema fundamental del álgebra— . 

En 1629 Albert Girard enunciaba en su Invention nouvelle en 'Algébre que “todas las 
ecuaciones del ¿lgebra reciben tantas soluciones como lo denota la denominación de su 
mayor potencia”. Sobre esta misma línea de pensamiento, René Descartes asegura en el tercer 
libro de La Giométric que “en cada ecuación puede haber tantas raíces como el número de 
dimensiones de la incógnita” (es decir, el grado de la ecuación). Descartes analiza en seguida 
un ejemplo preciso: si se supone x=2 y x= 3, se obtienen dos ecuaciones (x-2)=0 y 
(x-3)=0, y al multiplicarlas se obtiene una ecuación de segundo grado 
*—5x+6=0 que acepta como raíces precisamente a los valores x= 2 y x= 3. “De ésto 
vemos, continúa Descartes, que la suma de una ecuación que contiene varias raíces siempre 
puede dividirse por un binomio compuesto de la cantidad desconocida menos el valor de 
una de esas raíces, cualquiera que ésta sea. Por este medio podemos disminuir a su dimensión. 
Recíprocamente, si la suma de una ecuación no puede ser dividida por un binomio 
compuesto de la cantidad desconocida menos una cierta cantidad, entonces podemos decir 
que esta cantidad no es igual al valor de ninguna de las raices”. 

Es importante señalar que los dos teorema aquí presentados sin demostración, serán 
enunciados para el caso más general de funciones enteras “imaginarias” (es decir, funciones 
de variable compleja) en el capítulo VII del Cours d'Analyse y para los cuales Cauchy si da 
una demostración. La prueba para la generalización del teorema 1 al caso “imaginario” es 
la siguiente: 

“Seaulr)=(a0+hVd1 ) ar vY=1 ) a+ (a+ mil) rs 

“Para que la función wm(x) se anule con x es necesario que se tenga 
Carta =03 en cuyo caso se tiene o(x)=(a4 +1 yx 
+(arimdl y) é4+..=x[(a+hnv-1 >) +(a+bmvV=1 )x+... ]. Así, toda fun- 
ción imaginaria y entera de la variable x, cuando se anula junto con esta variable, es el 
producto del factor x multiplicado por una segunda función de la misma especie; dicho en 
otras palabras, es divisible porx. Á partir de esta observación se pueden extender facilmente 
los teoremas 1 y 2 del capítulo TV ($1) al caso en el que las funciones enteras sean también 
imaginarias. Podemos decir que esos dos teoremas subsisten si es que se reemplazan los 
valores particulares y reales atribuidos a la variable x, tales como 9, x1,22 , +.» , por los valores 
imaginarios Gto + Bo Y-1 , ay+B; V-1, Q+B2 Y—1 . Para probar está afirmación 
basta establecer: 

“Teorema 1. Si una función imaginaria y entera de la variable x se anula para un valor 
particular de esta variable x, por ejemplo para x= 00 + Bo V=1, esta función será divisible por 
x-— A+ Bo -1 

“Demostración. Sea en efecto (1) =p (x)=x (x Y Y—1 la función imaginaria de la 
que se trata. Si se hace x= 00 +$0Y=1 + 2, en donde z designa a una nueva variable, se 
obtiene claramente como resultado de la sustitución, una función imaginaria y entera de z, 
a saber m (a+ BoV=1 + z), y como esta función de z se anula para z=0, se concluye 
que o(x)=0w(a0+ PoV=1 + z) es divisible por z=x-— 00 PoY=1. 

“Esta proposición subsiste aun en el caso en el que la función y ( x) se anule; es decir, 
en el caso en el que 0 (x) se reduzca a la función real y (x). Esta proposición subsiste 
también cuando se supone Bo = 0, y en consecuencia cuando el valor particular atribuido 
a la variable x es real”. 
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Afirmamos que esas dos funciones serán idénticamente iguales, es decir, 
que se tendrá, para cualquier x, 


P(x)=w(x); 


ya que si esta igualdad no tuviera lugar, se encontraría que la diferencia 


Y (x)-q(x) 


es un polinomio entero cuyo grado no rebasaría a »-1, pero que, al 
anularse para cada uno de los valores de x arriba mencionados, sería sin 
embargo divisible por el producto 


(x-0)(x-0)(x—xmu)... (x=x.-1), 


es decir, por un polinomio de grado », lo que es absurdo. Estaríamos así 
seguros a fortiori de la igualdad absoluta de las dos funciones p(x)y 
y (x), sí supieramos que son iguales para un número de valores 
superiores a n. Podemos así enunciar el siguiente teorema. 


Teorema 3. Si dos funciones enteras de la variable x son iguales para un 
número de valores de esta variable superior al grado de cada una de las dos 


Funciones, ellas serán idénticamente iguales, cualquiera que sea X, 


Deducimos como corolario este otro teorema: 


Teorema 4. Dos funciones enteras de la variablexson idénticamente iguales 
siempre que sean iguales para valores enteros cualesquiera de esta variable o para 
todos los valores enteros que rebasen un límite dado. 


En ese caso, en efecto, el número de valores de x, para los cuales las 
dos funciones devienen iguales, es indefinido. 





% A partir del argumento dado por Cauchy, este teorema permitirá asegurar lo que ya 
afirmaban Girard y Descartes (Cf. nota anterior), a saber, que un polinomio de grado » no 
podrá tener más de » raices. Debemos insistir de nuevo en que Cauchy trata estos resultados 
como parte del problema general de determinar a una función a partir de un número dado 
de valores; problema cuyos orígenes geométricos ya hemos mencionado, y que en el contexto 
del Cours d'Analyse presenta en este capitulo TV un antecedente de lo que será el problema 
central del capítulo V: la determinación de una función a partir de la “ecuación” que ella 
debe satisfacer (la solución de una ecuación funcional). Por lo pronto, el problema de la 
interpolación prepara el camino para el cálculo de ciertas funciones a partir de ciertas 
condiciones y Cauchy lo resuelve aquí para el caso de las funciones enteras, pero no es aún 
el estudio de lo que será más adelante la demostración del teorema fundamental del álgebra. 


Curso de análisis 125 


Se sigue del teorema 3 que una función entera x de grado n — 1 estará 
completamente determinada si se conocen sus valores particulares 


My, UI, H2 y .< Hn-1 
correspondientes a los valores 
311) Xp 0.» An—1 


de la variable x. Busquemos bajo esta hipótesis el valor general de la 
función «. Si suponemos primero que los valores particulares lo HA, 
... tn 1 se reducen todos a cero, con excepción del primero %o, la 
función «, en tanto que se debe anular parax=x1,x=x2,... en fin, para 
x = x,- 1, será divisible por el producto 
(x-23)(x-0)... (x-x%m-1), 
y será en consecuencia de la forma 
u=k(x-x)(x-x%)... (x-=%-1), 

k no puede ser sino una cantidad constante. Además, como « debe 
reducirse a o para x= xp, se concluirá 

w=k(x-au)(m-x)... (-%-1), 
y en consecuencia 

pa EAS Je X= Xp-1 

(20) (0%)... (o=a2-1) 


Igualmente, si los valores particulares Mo, %1, %z ... Ma-1 Se reducen 
todos a cero, con excepción del segundo x, , se encontrará 
x—x)(x—x)... (X=%1-1 
(a-w)(a-2)... (1 —x.-2) 


<<... 40. DUO uu 0. b 00D 000 0... .<«n e... »... o... 0.1... ..o e... 


41= Y 


En fin, si ellas se reducen todas a cero, con excepción de la última 
Ha. 1 Se encontrará 


x= xXx X=—Xt)... AX Xoa-2 


U= Hi A (1 %0-2) 
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Al reducir los diversos valores de x correspondientes a las diversas 
hipótesis que acabamos de establecer, se obtendrá como suma un poli- 
nomio en x de grado » — 1, que tendrá evidentemente la propiedad de 
reducirse a do parax=x0, 2 41 parax=X),... d Ha-1 para x=x,-1. Ese 
polinomio será pues el valor general de y que resuelve el problema 
planteado, de modo que este valor general se encontrará determinado 
por la fórmula 


XxX XA) AX 1 
(m-)(x%-x)... (m-x-1) 


xx )(x—x less (—x- ) 
+41 ( 2 m—1 


(1) (a-)(1-x)... (1—-x%-2) 


4 = Ho 


oa 600 2 e. p29a9 4. 1. 60% 0%. an va 9 4... 929.0. 449 ago 


E xx AT X1L) o. AA M2 5 
m- 1 . 
Ca.) (0-1)... (0-1—x%-2) 


Si, al designar por a a una cantidad constante, se reemplazan en la 
fórmula (1) la función x por la función u — a, que claramente será del 
mismo grado, y los valores particulares de 4 por los valores particulares 
de « — a, se obtendrá la ecuación 


(10) (1-0)... (4 %.-1) 
4u-a=(4u-a) 


(-1)(%-x.)... (0x1) 

Fo (x-%)(x-20m)... (x-x-1) 

(2) pa AE EP 
An (xx )(x-%0m)... (x—-%m-2) , 
a 


y, al comparar esta ecuación con la fórmula (1), se encontrará la siguiente 


5 Esta fórmula de interpolación, que permite encontrar a la función entera que toma los 
valores Ko para x=xp 4; parax=%Xj,... , Un —1 para x= xs — 1, coincide con la fórmula de 
Lagrange, 
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qe (xx ) Xx A ) eos (— x.-1) 


(a-a)la-x)... (m-%-1) 


y Amo) 0)... er) 
6) (a-w)J(a-m)... (41 —x.-1) 


| Lo. no. e... 0.4. ac. oc.o. e... 640 e.. son c.. .. 


x—xw)lx="xum).. [lx —x.-2 
(ar 0) (A 1)... Qe 1 An 2) 


Esta última ecuación es idéntica, y permanece valida, no importa 
cuál sea el valor de x. 

Las ecuaciones (1) y (2) pueden servir ambas para resolver, para las 
funciones enteras, el problema de la interpolación; pero conviene en 
general para este objetivo utilizar la ecuación (2), visto que se pueda hacer 
desaparecer uno de los términos del segundo miembro al tomar la 
constante a igual a una de las cantidades 


HO, 4, a, sos Hal. 


Supongamos, por ejemplo, que se tratara de hacer pasar una recta por 
dos puntos dados. Designemos por xo , Jo las coordenadas rectangulares del 
primer punto, porx1, y. las del segundo, y por.y la ordenada variable de la 
recta. Al reemplazar en la fórmula (2) la letra « por la letra y, y después al 
hacer 1 = 1 y a= yo, se encontrará para la ecuación de la recta 





Xx - 

4 == (y - 
(4) JS O a 
Supongamos, en segundo lugar, que se tratara de hacer pasar por tres 
puntos dados una parábola cuyo eje sea paralelo al eje de las y. Nombremos 


MY) AY Y) MY 


las coordenadas rectangulares de los tres puntos. Sea además y la ordenada 
variable de la parábola. Al reemplazar, en la fórmula (2), la letra 4 por la 
letra y, y al hacer 1=2 y a=y,, se encontrará para la ecuación de la 
parábola 


( Xx—X1 y XxX ) 


5 119079 
(5) IEA) a) 
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o, lo que es lo mismo 


(6) AA 
YH pa 


x—_ 


Xx XxX 
+ (92-31) ) 
— 0 











Xi X2 — X1 


[os =31) 
Cuando en la ecuación (1) se toma « =x” (m designa a un número 
entero menor a 7), los valores particulares de « representados por 
Ho, 41, H2r... Hn-1 
se reducen evidentemente a 
O a 
Tenemos pues, para los valores enteros de m que no rebasen ar — 1, 


Por (x=0)(1-0)... (x-%-1) 


(0-0)(m-x)... (%-x2-1) 


Yan x—x)(x=x)...(x—x:-1 
1 
(7) (a-m)Ja-%)...(1-%-1) 
AA BLUES BS $400 $$% foo e... o... >»... 0.2. 
me. xXx xX=XM1)... (Xx —X5x-2 
== A 
rai) (A 1%)... (1% -2) 


Esta última fórmula comprende como caso particular a la ecuación 
(3). Además, si observamos que cada potencia de x, y en particular la 
potencia x"”!, debe necesariamente tener el mismo coeficiente en los dos 
miembros de la fórmula (7), se encontrará 

19 Al suponer m<x- 1, 


” 


A A 
(-=a)w-xw).. (m-x.-1) 

A A 

(8) e 


ATA ATENTA 
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22 Al suponer m=x2-— 1, 


n-—1 


AA TEN (x0-x:-1) 


m-1 


XA 


(?) 


] Sen «e. n.. enn co. 600 no. ceo peo .40 oo. a... 


n-1 


dE Ya -1 
(m-1-x%0)(x2-1 =x)... (A-1%-2) 


Es bueno señalar que la fórmula (8) subsiste en el caso mismo en el 
que se supone m = 0, y deviene entonces 


A AA 
(a-0)(-x)... (0 %-1) 
EA A A 

(10) TA 
E 1 


(xa 110) (1-4)... (x-1—%0-2) 


$2. Determinación de funciones enteras de varias 
variables a través de un cierto número de valores 
particulares que se suponen conocidos 


Los métodos por medio de los cuales se determinan las funciones de 
una sola variable, a través de un cierto número de valores particulares 
conocidos, pueden extenderse fácilmente, como lo veremos, a las funcio- 
nes de varias variables. 

Consideremos primero, para fijar nuestras ideas, funciones de dos 
variables x y y. Sean 9 (x, y ), Y (x, y ) dos funciones de este tipo y ambas 
de grado 1 — 1 respecto de cada una de las variables. Supongamos que 
estas funciones son iguales siempre que al atribuirle a la variable x alguno 
de los valores particulares 
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Xo, X1 X2, e... Mo — 1 


se atribuya al mismo tiempo a la variable y uno de los siguientes 


FO, Y1L Y... Jn -1 


Y (20,7 ), Y (2, y ) serán dos funciones de la variable y que serán iguales 
entre sí para ax valores particulares de esta variable. En consecuencia (en 
virtud del teorema 3, $1), esas dos funciones serán iguales para cualquier 
y. Se tendrá entonces 


P(my)=y4(wm,y). 


Se encontrará igualmente 


P(a)y)=w (ay), 
P(ay)=yw(x%,y), 


*. v.. ... 


(A 1I)= Y (2-1 y). 


De hecho, los primeros miembros de las z ecuaciones anteriores son 
valores particulares de la función y ( x, y ) en el caso en el que se considere 
que sólo la x es variable. Los segundos miembros representan valores 
particulares correspondientes de la función y ( x, y ). Las dos funciones 


P(x»), w(xy) 


son iguales, para x valores particulares de x, si se le atribuye a y un valor ' 
constante arbitrario. Pero como ambas son de grado n — 1 respecto a x, 
resulta que permanecerán iguales, no sólo para un valor cualquiera 
atribuido a la variable y, sino también para un valor cualquiera de x. Se 
tendrá entonces la certeza, a fortiori, de la igualdad absoluta de las dos 
funciones P (x, y ), Y (x, y ), si es que son iguales cuando los valores de 
las variables x y y se tomen, respectivamente, en dos sucesiones com- 
puestas cada una de » términos diferentes. Se puede así enunciar la 
siguiente proposición. 


Teorema 1. Si dos funciones enteras de las variables x, y, son iguales siempre 
que los valores de esas dos variables se tomen de dos sucesiones con un número de 
términos mayor que el más grande exponente de x y de y en esas funciones, entonces 
ellas serán idénticas. 


Curso de análisis 131 


Se deduce, como corolario de éste, otro teorema: 


Teorema 2. Dos funciones enteras de las variables x, y, son idénticamente 
iguales siempre que lo sean para valores enteros cualesquiera de estas variables, o 
bien para todos los valores enteros que rebasen un cierto límite dado. 

En ese caso, en efecto, el número de valores de x y de y para los cuales 
las dos funciones son iguales es indefinido. 

Se sigue del teorema 1 que si la función q (x, y ) se supone entera y 
de grado 1 — 1 respecto a cada una de las variables x y y, esta función 
estará completamente determinada en cuanto se conozcan Sus valores 
particulares al tomar por valor de x a una de las cantidades 


Xo, X1, X2 «o» Xa-is 4 
y al mismo tiempo para la variable y se tome a uno de los siguientes 


JO, YA, J2 +++ Junto 


Bajo la misma hipótesis, el valor general de la función podrá 
deducirse fácilmente a partir de la fórmula (1) del parágrafo anterior. En 
efecto, si se reemplaza en esta fórmula u por q (x, y ), se obtendrá 


(x-x (xx Jai ( Xx — Xp-1 ) 


ca PEE O so 
xx) (xx)... (x—%Xe-1 
(1) a E Ad 


Ga 0) (x—x11)... (147 %0-2) 
+ AAA a pu); 


(1%) (20122)... (Xa-1—%n-2) 


y se tendrá además, al designar por m a uno de los números enteros 
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EE LADO Tn 1 


Go-4) 0-32)... (7. 0 


9 (a, ) )= 
E A =>)... 
(2) Cn) Mn)... 


PE ) P Om,y) 


sE 0 A! 


AA A 


Se concluirá de inmediato, de las dos ecuaciones anteriores, el valor 
general de q (x, y). Se encontrará, por ejemplo, al suponer 7 =2, 


O (Ur JYn-1)- 





A IA 
P (y) Ez An 


x= YY 
4——=. x 
(3) X1—X0 a 
LL 091) 
Xx Yi) 


EL. y). 
X= Xo0 Yi— Jo 





Si se consideraran funciones de tres o más variables se obtendrían 
resultados semejantes a los que hemos encontrado para funciones de dos 
variables. Se encontraría, por ejemplo, en lugar del teorema 2, la siguiente 
proposición: 


Teorema 3. Dos funciones enteras de varias variables Y), Z,... SON 
idénticamente iguales siempre que lo sean para valores enteros cualesquiera de esas 
variables, o aún para todos los valores enteros que rebasen un límite dado. 


IV 


(Capítulo V) 


Determinación de las funciones continuas 
de una sola variable adecuadas para verificar 
ciertas condiciones 


$1. Búsqueda de una función continua formada de tal 
manera que dos funciones semejantes de cantidades 
variables, al ser añadidas o multiplicadas entre ellas, 
dan como suma o producto una función semejante a la 
suma o producto de esas variables 


Cuando, en lugar de funciones enteras, se consideran funciones 
cualesquiera, de las cuales se deja la forma de manera enteramente 
arbitraria, no será ya posible determinarlas a través de un cierto número 
de valores particulares, por grande que éste sea. Pero será posible hacerlo 
en algunos casos en los que se suponen conocidas ciertas propiedades 
generales de esas funciones. Por ejemplo, una función continua de x, 
representada por q (x ), puede ser completamente determinada cuando 
se le pide verificar, para todos los posibles valores de las variables x, y, 
una de las siguientes ecuaciones 


(1 Plx+y)=p (+00), 


(2) plx+y)=0 (xx p (7), 
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O bien, para todos los valores reales y positivos de las mismas variables, 
una de las dos ecuaciones siguientes 


(3) 9) =0(x)+0 0), 


(4) 0l(xy)=0(x)xp (y). 


La solución de estas cuatro ecuaciones plantea cuatro problemas 
diferentes que trataremos uno por uno. 


Problema 1. Determinar a la función p(x), de manera tal que 
permanezca continua entre dos límites reales cualesquiera de la variable x, y que 
cumpla para todos los valores reales de las variables x y : 


(1) Pl(x+y)=p(x)+p(7). 


Solución, Si en la ecuación (1) se reemplaza sucesivamente y por 
Y +Z,Z porz+H,..., se obtendrá 


Plxty+z+ut... J=0 (+ ly) plz pla), 


cualquiera que sea el número de variables x, y,Z,4... ; si además se 
designa por m a este número, y por U a una constante positiva, y si se 
hace 


X=)=2Z=U=..,=0, 
la fórmula que acabamos de encontrar se volverá 
q(ma)=mp(a). 


Para extender esta última ecuación al caso en el que el número entero 
, » . m 
m se encuentre reemplazado por un número fraccionario 7» 9 por otro 
número arbitrario Ju, se establecerá, en primer lugar, 


m 
PB=37 a, 


en donde » y a designan dos números enteros; y se concluirá 
nB=ma, 


»p(B)=mp(a), 
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oo qa]= Foto): 


. m . . 
luego, al suponer que la fracción 7; varia de manera que converja a un 
E ea 1 
número cualquiera y, y pasando al límite, se encontrará 


p(pa)=4p(a). 


Si ahora se toma a. = 1, se tendrá, para todos los valores positivos 
dep, 


(5) e(H)=140 (1) 
y en consecuencia, al hacer converger a y al límite cero, 
p(0)=0. 


Por otro lado, si en la ecuación (1) se hacex = H, y = — 4, se concluirá 


o(-4)=e(0)-p(p)=-H0(1). 


La ecuación (5) subsistirá entonces, cuando se cambia 1 por— Hi . En 
otras palabras, se tendrá, para cualquier valor positivo O negativo de la 
variable x, 


(6) p(x)=xp (1). 


Se sigue de la fórmula (6) que cualquier función q ( x ) que verifique 
la ecuación (1) y que pertenezca continua entre ciertos límites cualesquiera 
de la variable, es necesariamente de la forma 


(7) p(x)=ax, 


en donde «a designa a una cantidad constante. Veremos que la función 
ax tendrá las propiedades enunciadas, cualquiera que sea el valor de la 
constante a, En efecto, el producto 4 x es, entre dos límites cualesquiera 
de la variable x, una función continua de esta variable; además, la 
suposición de que y (x)= ax, transforma la ecuación (1) en esta otra 


l Este procedimiento muestra claramente cómo es que para Cauchy ya se encuentra presente 
la propiedad de que el subconjunto de números racionales es denso en el conjunto de 
números reales. Esta propiedad será usada en los cuatro problemas. 
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a(x+y)=ax+ay, 


la cual evidentemente es idéntica. La fórmula (7) da una solución al 
problema planteado, sin importar cuál sea el valor atribuido a la 
constante a. La facultad que se tiene de elegir de manera arbitraria a esta 
constante, le da el nombre de constante arbitraria. 


Problema 2. Determinar la función Y ( x ), de manera que sea continua 
entre dos límites reales cualesquiera de la variable x, y que se tenga, para todos los 
valores reales de las variables x, y ; 


(2) Plx+y)=p(x)p (y). 


Solución. Es fácil asegurarse de que la función y (x), sujeta a verificar 
la ecuación (2), no admite sino valores positivos. En efecto, si en la 
ecuación (2) se hace y = x, se encontrará 


p(x)=[p(x)1; 


E 1 2 
luego escribiendo 7*en lugar de x se concluirá 


v0x[o()] 


La función q ( x ) es pues equivalente a un cuadrado, en consecuen- 
cia es siempre positiva. Una vez establecido ésto, vamos a suponer que 
en la ecuación (2) reemplazamos sucesivamente y POry+Z,Z por z +4 
... de ahí se concluirá 


plx+ty+z+u+...)=p(x)e(y)o(z)o(x)..., 


cualquiera que sea el número de variables x,y,z,4%,... . Si, además, se 
designa por » a este mismo número y por Q a una constante positiva, y 
s1 se hace 


XF)=Z=84=.., =U, 
la fórmula que acabamos de encontrar devendrá 


q(ma)j=[p(a)]”. 


Para extender esta última fórmula al caso en el que número entero 
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cr iA 
m se reemplaza por un número fraccionario “7, O por un número 


cualquiera 4, se hará, en primer lugar, 
m 
p = y 0, 


donde mm y » designan dos números enteros; y se concluirá 


np=ma, 
[p(B)"=[0 (a) 
moza jste: 
luego, al suponer que la fracción o varia de manera que converge hacia 


un número cualquiera p, y pasando al límite, se encontrará 


p(pa)=[p(a)P. 


Si ahora se toma ar = 1, se tendrá para todos los valores positivos de ja 


(6) ¿(u)=1e (mor 
y en consecuencia, al hacer converger H al límite cero, 
p(0)=1. 


Por otro lado, si en la ecuación (2) se hacex = 1, y = — y, se concluirá 


0 -$ 


La ecuación (8) subsistirá aunque se cambie 4 por — L1. En otras 
palabras, se tendrá para cualquier valor positivo o negativo de la variable x 


0) o(x)=[e(1)F. 


Se sigue de la ecuación (9) que cualquier función p (x ) que resuelva 
el segundo problema es necesariamente de la forma 


9-1) 
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(10) p(x)=4. 


En donde A designa a una constante positiva. Añadiremos que es 
posible atribuir a esta constante cualquier valor entre los límites 0 e 00, 
En efecto, para todo valor positivo de A, la función 4* permanece 
continua desde x= -— 00 hasta x= 00, y la ecuación 


AA 


es una identidad, La cantidad 4 es pues una constante arbitraria que sólo 
admite valores positivos, 


Nota. Se podría llegar de una manera muy simple a la ecuación (9) 
de la siguiente manera. 

Si se toman los logaritmos de los dos miembros de la ecuación (2) 
en un sistema cualquiera, se encontrará 


Lo(x+y)=Lp(x)+Lo(»); 


y se concluirá (véase el problema 1) 


Lpo(x)=xLp(1) 


luego, al pasar nuevamente los logaritmos a números, 
p(x)=[9C1IF. 


Problema 3. Determinar la función Y ( x) de tal manera que permanezca 
continua entre dos límites positivos cualesquiera de la variable x, Y que se tenga 
para todos los valores positivos de las variables x, y : 


(3) P(xy)=p(x)+0(y) 


Solución. Sería fácil aplicar a la solución del problema 3 un método 
semejante a aquel que empleamos para resolver el primero; sin embargo 
llegaremos más rápido a la solución buscada al poner la ecuación (3), tal 
y como lo haremos, bajo una forma análoga a la de la ecuación (D. 

Si se designa por A a un número cualquiera, y por La la característica 
de los logaritmos en el sistema de base 4, se tendrá, para todos los valores 
positivos de las variables x, y: 


r=Al”, y= AS, 
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de modo que la ecuación (3) devendrá 


L 
AR) =p Apra). 
Como, en esta última fórmula, las cantidades variables Lx, L y 
admiten cualquier valor positivo o negativo, resulta que se tendrá, para 
todos los valores reales posibles de las variables x, y : 


e(AP)=p( A) pt). 


De ahí se concluirá [véase el problema 1, ecuación (6)] 


9(4)=xp(4)=xp (4) 
y en consecuencia 
p(4%)=9(4)Lx, 


o, lo que es lo mismo, 
(11) 9(x)=9(4)Lx. 


De la ecuación (11) se sigue que cualquier función q (x ), capaz de 
resolver el problema 3, es necesariamente de la forma 


(12) p(x)=a4L(x) 


donde a designan a una constante. Es prudente asegurarse tanto de que 
la constante a permanezca enteramente arbitraria, como de que al elegir 
de manera conveniente el número A, que es el mismo arbitrario, se pueda 
reducir a la unidad. 


Problema 4. Determinar la función y ( x ) de tal manera que permanezca 
continua entre dos límites positivos cualesquiera de la variable x, y que se tenga, 
para todos los valores positivos de las variables x, y : 


(4) p(xy)=e(x)0 (7). 


Solución. Sería fácil aplicar a la solución del problema 4 un método 
similar a aquel empleado en la solución del segundo, Pero se llegará más 
rápido a la solución buscada, si se observa que al designar por L a la 
característica de los logaritmos en el sistema cuya base es A, es posible 
poner a la ecuación (4) bajo la forma 


orar) (AA). 
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Como en esta última ecuación las cantidades variables L (x), 
L (y ), admiten cualquier valor positivo o negativo, resulta que se tendrá, 
para todos los valores reales posibles de las variables x, y: 


PA) =p (4) (4). 


Se concluirá [véase el problema 2, ecuación (9)] 


e(4)=[e(A)y Y 


y en consecuencia, 


AA) o, 
o, lo que es lo mismo, 


(13) pets tots), 


Resulta de la ecuación (13) que cualquier función p ( x), capaz de 
resolver el problema 4, es necesariamente de la forma 


(14) plx)=xY 


donde a designa una constante. Es prudente asegurarse de que esta 
constante debe permanecer enteramente arbitraria. 

Los cuatro valores de q (x) que satisfacen respectivamente a las 
ecuaciones (1), (2), (3), (4), a saber, 


ax, Palx,íf, 


tienen en común, que cada una de ellas incluye una constante arbitraria a 
04. Se debe concluir que hay una gran diferencia entre los problemas en 
los cuales se tratan de calcular los valores desconocidos de ciertas canti- 
dades, y los problemas en los cuales se propone descubrir la naturaleza 
desconocida de ciertas funciones según las propiedades dadas. En efecto, 
en el primer caso, los valores de las cantidades desconocidas se encuentran 
finalmente expresados por medio de otras cantidades conocidas y determi- 
nadas, mientras que en el segundo caso las funciones desconocidas pueden, 
como vemos aquí, admitir en su expresión constantes arbitrarias”, 


: Cauchy intenta establecer aquí lo que a su juicio constituye la diferencia esencial entre 
una ecuación algebraica y una ecuación funcional. 
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$2. Búsqueda de una función continua formada 
de tal manera que al multiplicar a dos funciones 
similares por cantidades variables, y al doblar 
el producto, se encuentra un resultado igual 
al que se obtiene si se suman las funciones 
similares con la suma y la diferencia 
de esas variables 


En cada uno de los problemas del parágrafo anterior, la ecuación a 
resolver incluía, con la función desconocida y ( x ), a otras dos funciones 
semejantes; a saber, p(y) y p(x+y) o p (xy). Nos plantearemos 
ahora un nuevo problema del mismo estilo, pero en el cual la ecuación 
de condición, que la función q (x) debe verificar, incluye cuatro 
funciones semejantes en lugar de tres. He aquí en lo que consiste. 


Problema. Determinar la función q ( x) de manera que permanezca 
continua entre dos límites reales cualesquiera de la variables x y que se tenga, para 
todos los valores reales de las variables x, y : 


(1) 00r+x)+9(y-x)=2p(x)p (y). 
Solución, Si en la ecuación (1) se hace x= 0, se obtendrá 
p(0)=1. 


La función Q (x) se reduce entonces a la unidad para el valor 
particular x= 0; y como se la supone continua entre dos límites cuales- 
quiera, es claro que, en una vecindad de este valor particular, diferirá en 
muy poco de la unidad, por lo que será positiva. Se podrá entonces elegir 
a un número muy pequeño de tal manera que la función q (x) 
permanezca constantemente positiva entre los límites x= 0, x= Q.. Con 
esto se obtendrá una de las siguientes dos cosas, o bien el valor positivo 
de y (a ) está comprendido entre los límites O y 1, o bien este valor es 
superior a la unidad. Vamos a examinar una a una estas dos hipótesis. 

Supongamos primero que el valor p (a ) toma un valor com- 
prendido entre los límites O y 1. Se podría representar a este valor por 
medio del coseno de un cierto arco O comprendido entre los límites O y 


> y por lo tanto se podría poner p(a.)=co0s0. Además, si en la 


ecuación (1) expresada bajo la forma 
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0(0+3=2p(x)0 (Y)-0 (yx), 

se hace sucesivamente 

x=, y=0, 

x=0, y=20, 

x=0, y=30, 
se deducirán una a una las siguientes fórmulas 

p(20)=2c0s8 -1=co0s 28 
p(3a)=2c0s 8 cos 29 — cos 8 = cos 30 
p(4a)=2c0s8 cos 39 -cos20=c0s40, 
y en general, si m designa a un número entero cualquiera, 
p(ma)=2c0s0 cos(m-1)9-—cos(m-2)0=cosmB. 


Podemos añadir que la fórmula q ( ma ) = cos m8 subsistirá aún 
si se reemplaza al número entero m por una fracción, o bien por un 
número cualquiera a. Esto se puede probar fácilmente como sigue. Si en 


la ecuación (1) se hace x = 70, y= ao se obtendrá 


«pp to] 


2 2 


al extraer las raíces positivas de los dos miembros y al observar que las 
dos funciones q ( x ), cos x permanecerán positivas; la primera entre los 
límites x= 0,x= 0, la segunda entre los límitesx = 0, x= 0, se encontrará 


0 PA 
o(39 )=cosz0. 


Igualmente, si en la ecuación (1) se hace x = a Ay = S 0, se obtendrá 


le | 1 
o ¿a -— Eo coo], 


Z 2 
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al extraer las raíces positivas de los dos miembros se tendrá 


950 j=cos0. 


Por el mismo argumento podremos obtener sucesivamente las si- 
guientes fórmulas 
1 1 
o qu j=cos yo. 
o 
y en general, si 7 designa a un número entero arbitrario 
1 
Q z a |=cos—0. 
2 zo 
Si se opera sobre el valor anterior de p (50 Jrena deducir el de 


Q 5 , como se ha operado sobre el valor de y (0 ) para deducir el 


de p ( m0. ), se encontrará 


m m 
p|a |=cos —0; 
Ca 


y al suponer que la fracción varía de manera que se aproxima ocios 
damente al número y, y al pasar al límite, se obtendrá la ecuación” 


(2) p(upa)=cosu0. 
Además, si en la fórmula (1) se hace x= 1 AL, y = 0, se concluirá 


p(-pa)=[2p(0)-1]Jo(1a)=cosp0=cos(— 4x0). 


FS z E a sá 
Al igual que en el caso de las ecuaciones funcionales anteriores, Cauchy utiliza aquí a un 
subconjunto denso en el conjunto de los números reales, 
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Así, la ecuación (2) subsistirá cuando se reemplace 4 por — q. En 
otras palabras, se tendrá para cualquier valor positivo o negativo de la 
variable x, 


(3) p(axr)=cosBx. 


: ad ; x ; 
Si en esta última fórmula se cambia x por —, se tendrá 
a 


(4) 900 = cs den cx] 


El valor anterior de y (x) es relativo al caso en el que la cantidad 
positiva p (Q ) esté comprendida entre los límites O y 1. Supongamos 
ahora que esta misma cantidad es superior a la unidad. Es fácil ver que 
bajo esta segunda hipótesis será posible satisfacer, para un valor positivo 


de r, a la ecuación y (a )= > r+ - ) Bastará para ello con tomar 


1 
r=9(0)+ (ota)? 1). 
Con esto, sí en la ecuación (1) se hace sucesivamente 
x=Q, y>u, 
x=0, y=20, 
x=0, y=30, 


se deducirán una a una las fórmulas 


2 
1 1 1 
[rr] 1=> 


(2-5) 
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A id 
A 
“á(r>) 
eco] -3)-1(2+) 
=3(4+5) 
=3 [+41 


rs) 


1,1 
=3 Ñ Ha ) 
Podemos añadir que la fórmula 


q(ma)= Pal 


subsiste si se reemplaza al número entero » por una fracción o por un 
número cualquiera y . Esto se probará fácilmente como sigue. 


Si en la ecuación (1) se hace x= 5 a, y= > o. , se obtendra 


ppm a ct 


luego, al extraer las raíces positivas de los dos miembros, y al observar 
que la función y (x) permanece positiva entre los límites x=0,x=0, 


se encontrará 
! 1 (a +). 
— -— ” 
0 zo > n+y2 
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Igualmente, si en la ecuación (1) se hacex = ; Q,y= z Q., se obtendra 


(ota paar stan, 


h|- 
AN 


2 


luego, al extraer en ambos lados las raíces positivas, 


o [qa J=3(t+r+) 


Por un razonamiento análogo, se obtendrán las fórmulas sucesivas 
1 1 ( E +) 
== a ol 
a o O 
1 1 ( Z -%) 
— Ei 16 16 
0 15% ) AS), 


y en general, si » designa a un número entero cualquiera 
1 ¿Qe CUA O: 
p ES =3 (5 Pi ): 
Si se opera sobre el valor anterior [0 ] para deducir el de 
Q zo como se operó sobre el valor de y (a ) para deducir el de 
P (ma ), se encontrará 


maudel( Ar 
Pa E » 
luego, al suponer que la fracción varía de manera que se aproxima 


indefinidamente al número 1, y al pasar al límite”, se obtendrá la 
ecuación 


3 Gfr. nota 3. 
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e 
(5) 9(1a)=>(r +r7e) 
Además, si en la fórmula (1) se hace x= 11 UL, y =0, se concluita 
Li 
9(=ua)=[20(0)-1]o(ua)= 5 (5440). 


La ecuación (5) subsiste cuando se reemplaza 4 por — y. En otras 
palabras, se tendrá para cualquier valor positivo O negativo de la varia- 


ble x, 
(6) plax)=(*+r*). 
Si en esta fórmula se cambia x por E , se obtendrá 


Y 9(2)= Giro). 


Cuando se hace en la ecuación (4), + > = a, y en la ecuación (7), 


1 


rEa = A, esas dos ecuaciones toman respectivamente los siguientes valores 
(8) p(x)=co0sax, 

1 
(92) p(1)=3(4+4 3). 


Si se designa por a a una cantidad constante, y por Á a un número 
constante, toda función Q (x) que verifique la ecuación (1) y que 
permanezca continua entre cualesquiera de los dos límites de la variable, 
estará necesariamente comprendida bajo una de las dos fórmulas que 
acabamos de establecer. Es fácil asegurar que los valores de q ( x ) dados 
por las ecuaciones (8) y (9) resuelven el problema planteado, cualesquiera 
que sean los valores de la cantidad a y del número A. Ese número y esa 
cantidad son pues dos constantes arbitrarias, de las cuales sólo una puede 
aceptar valores positivos. 

Según lo que acabamos de decir, las dos funciones 


cosax y ARAS), 
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tienen la propiedad común de satisfacer la ecuación (1), lo que establece 
entre ellas una analogía sorprendente. Ambas se reducen a la unidad para 
x= 0, Pero una diferencia esencial entre la primera y la segunda es que 
el valor numérico de la primera está constantemente por debajo del límite 
1, cuando no alcanza a este límite; mientras que, bajo la misma hipótesis, 
el valor numérico de la segunda está constantemente por arriba. 


V 
(Capítulo VI) 


De las series convergentes y divergentes 
Reglas sobre la convergencia de las series 
Suma de algunas series convergentes 


$1. Consideraciones generales sobre las series 


Llamamos serie a una sucesión indefinida de cantidades 
lo, Uy, Uz, U3 y... 


que se derivan unas de las otras según una ley determinada. Estas mismas 
cantidades son los diferentes términos de la serie que se considera. Sea 


mM=W+A+A +... +ttnm1, 


la suma de los » primeros términos, donde » designa a un número entero 
cualquiera. Si, para los valores siempre crecientes de », la suma sn se 
aproxima indefinidamente a un cierto límite 5; la serie se dirá que es 
convergente, y el límite en cuestión se llamará la suma de la serie. En caso 
contrario, si cuando » crece indefinidamente la suma sy no se aproxima 
a ningún límite fijo, la serie será divergente y no tendrá ninguna suma. 
En ambos casos, el término que corresponde al índice », a saber tn, será 
llamado el término general. Basta que se dé ese término general en función 
del índice », para que la serie esté completamente determinada. 
Una de las series más simples es la progresión geométrica 


pa A ee, a 
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que tiene como término general x”, es decir, la a potencia de la 
cantidad x. Si en esta serie se hace la suma de los » primeros términos, se 
encontrará 

1 Y 


lex ata —Á E, 
lex 1-x 


y, como para los valores crecientes de » el valor numérico de la fracción 





1 y “onverge al límite cero, o bien crece más allá de cualquier límite, 
—x 


según que se suponga al valor numérico x inferior o superior a la unidad, 
se debe concluir que bajo la primera hipótesis la progresión 


¡E 0 0 A 





: A L ; E 
es una serie convergente que tiene como suma 1 , Mientras que bajo 
—xX 


la segunda hipótesis la misma progresión es una serie divergente que no 
tiene suma. 
Siguiendo los principios aquí establecidos, para que una serie 


(1) Ho, $t, Ml, Hay .m. s Un, Ha+lyo. 


sea convergente, es necesario y suficiente que los valores crecientes de » 
hagan converger indefinidamente a la suma 


Sa = Hp + Qretc+.. + Hn-1 


hacia un límite fijo s; en otras palabras, es necesario y suficiente que, para 
los valores infinitamente grandes del número », las sumas 


Ins Ín+lo Ín+ Zo» 


difieran del límite s, y en consecuencia difieran entre sí, en cantidades 


A % | A E a 
infinitamente pequeñas”. De hecho las diferencias sucesivas entre la 





1 Es hasta este momento que Cauchy introduce una noción precisa de lo que significa que 
una serie sea convergente, En el primer ejemplo mencionado, Cauchy parece conformarse 
con la idea de que la suma parcial sa “se aproxima indefinidamente a un cierto límite 5 para 
valores crecientes de 2”. En la idea que ahora introduce Cauchy, que las sumas parciales 
difieran del límite s, y que en consecuencia difieran entre ellas, en cantidades infinitamente 
pequeñas, reconocemos dos características de una serie; la primera nos dice que la seric es 
convergente, mientras que la segunda establece que la serie cumple con la condición de Cauchy. 
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primera suma sn y cada una de las siguientes están respectivamente 
determinadas por las ecuaciones 


+17 3 = Un, 
Sar2 "Sn = Un + Antro 


$n+3 = $4 = Un Y Unr1t T n+2> 


coo o... ..o o... aos boo esco n... d.. 2... e 


Así, para que la serie (1) sea convergente, es necesario primero que 
el término general x, decrezca indefinidamente, mientras que » aumenta; 
pero esta condición no basta, y será necesario además que, para los valores 
creciente de 7, las diferentes sumas 


Un Y Un+ 1» 


Mn + Un+1 Y Hn+2) 


es decir, las sumas de las cantidades 
Ha , HMn+toa Harly eos 


tomadas, a partir de la primera, en un número tan grande como se quiera, 
terminen por obtener de manera constante valores numéricos inferiores 
a todo límite asignable. Recíprocamente, cuando esas diversas condicio- 
nes se cumplen, la convergencia de la serie se asegura”. 





2 En términos modernos esta afirmación recíproca dice que la serie será convergente si dada 
cualquier cantidad £>0 existe una cantidad N tal que si 1n>N entonces 
| Hp + nt... + non | < € . Es importante señalar que esta afirmación sólo es válida 
a condición de que se trate de una seric definida en un espacio completo, tal y como lo es el 
conjunto R de números reales. Sin embargo no creemos que esta condición esté presente 
en el pensamiento de Cauchy al momento de enunciar esta afirmación. Esta afirmación se 
encuentra también en la Rein analytischer Beroeis... de B. Bolzano (citado en las notas 5 y 9 
del capítulo 11), quien es el primero en haber enunciado este criterio bajo la forma de un 
teorema a ser demostrado. En el $7 de esta memoria, y para demostrar el teorema auxiliar 
que enunciamos en la nota 9 del capitulo 1, Bolzano enuncia el siguiente teorema: 
Teorema. Si una serie de cantidades 


Fx, Pax, Fx, «Pp, AA Fr+rX, e 
cumple con la propiedad de que la diferencia entre su nésimo término Fn xy cualquier término posterior 


Fa +,*, no importa cuan lejano esté del primero, permanece menor que cualquier cantidad dada, si 
es que n se ba tomado lo suficientemente grande, entonces existe una cantidad constante — y de becho 
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Tomemos por ejemplo la progresión geométrica 
(2) LS O 


Si el valor numérico de x es superior a la unidad, aquel del término 
general x” crecerá indefinidamente con n, y ésto bastará para constatar la 
divergencia de la serie. La serie será aun divergente si se supone 
x=31l, ya que entonces el valor numérico del término general Y, al 
reducirse a la unidad, no decrecerá indefinidamente para los valores 
crecientes de z. Pero si el valor numérico de x es inferior a la unidad, las 
sumas de los términos de la serie tomados a partir de x”, y en cualquier 
número que se quiera, a saber: 








100 02. ... 00.1 46. . 90.0. 2... 9... o... 04 9.. $ 


se encuentran todas ellas comprendidas entre los límites 


e 


lx 


”, 





cada una de ellas deviene infinitamente pequeña para los valores de » 
infinitamente grandes; y en consecuencia la serie será convergente, hecho 
que ya conocíamos con anterioridad, 





es única esta cantidad al que se aproximan los términos de la serie y a la cual ellos se 
acercan tanto como se desea si la serie se continúa lo suficiente, 

Acerca de la aceptación que tiene este criterio de Cauchy para la convergencia de una serie, 
podemos señalar que NH. Abel en su nvetigación acerca de la serie 
ODA, mA , de 1826 lo considera como una condición 


equivalente a la afirmación de la convergencia de la serie. 

Tanto para Bolzano como para Cauchy podemos asegurar que se trata de una afirmación 
imposible de ser sostenida con todo rigor mientras se carezca de una construcción precisa 
del conjunto de números reales, tal y como éstas fueron dadas por Cantor, Dedekind o 
Weierstrass. 
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Tomemos como segundo ejemplo a la serie numérica 


y ol 
A AGE IA n+1 





(3) AS ; pa 


ll 
n 





e : 1 : : 
El término general de esta serie, a saber E decrece indefinida- 
A 


mente a medida que z aumenta, y sin embargo la serie no es convergente, 





ya que la suma del término . . Y de aquellos que le siguen hasta el 


% : EUA d 
termino np inclusive, a saber, 


1 31 1 1 
3 + ERICO y a 
n+1 n+2 2n-1 2na 











permanece constantemente mayor, cualquiera que sea  , que el producto 


Po ER 

24.2 
y en consecuencia esta suma no decrece indefinidamente para los valo- 
res crecientes de », lo que debería suceder si la serie fuese convergente. 


Añadiremos que si designamos por sn a la suma de los primeros + tér- 


minos de la serie (3), y por 2” a la mayor potencia de 2 que no rebasa 
anm+1l,seencontrará 


ES o 1 
A 


7 UCA UA SS | 1 1 1 
— —+-— — a. + —oo + ——_—_—_—— EA —— 
dE +) Ea eN + ) 


y, a fortiori 
a A 
O 2 2 
De ahí se concluirá que la suma sn crece indefinidamente con el 
número entero sm, y en consecuencia con », lo que prueba de nuevo la 
divergencia de la serie, 
Consideremos ahora a la serie numérica 
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a 


1 
(4) Lo] 


A il 1 


Elis El E SS 
122* 123%" 123..." 


Los términos de esta serie cuyo rango es superior a », a saber, 


1 1 1 
123... 2 123... 2(2n+1)” 123... 2(2+1)(1+2)” 


serán respectivamente inferiores a los términos correspondientes a la 
progresión geométrica 

A PET PE A) ME 

123... 123... 123... 0 


En consecuencia, la suma de los primeros términos, tomados en 
cualquier número, será siempre inferior a la suma de los términos 
correspondientes de la progresión geométrica, que es una serie convergente 
y, con mayor razón, será inferior a la suma de esta progresión, es decir, a 


O A OA l q E 
123... ,_ 1123...(1n-1)2-1' 





3 j— 


Como esta última suma decrece indefinidamente a medida que z 
aumenta, resulta que la serie (4) es ella misma convergente. Hemos 
convenido en designar con la letra e a la suma de esta serie. Al sumar los 
primeros x términos, se obtendrá como valor aproximado de e 

1 12 123 “"  123...(n-1) 
y, según lo que acabamos de decir, el error cometido será inferior al 


ésimo 





0 1 , : 
producto del » término por Asi, por ejemplo, si se supone 
n 


o 
n= 11, se encontrará como valor aproximado de e 
(5) e=2.7182818 ...; 


y el error cometido bajo esta hipótesis será inferior al producto de la 

1 1 
123-4-567.89-10 P 10' 
que no alterará al 72 decimal. 





fracción es decir, a de modo tal 


1 
36288000' 
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El número e, determinado de esta manera será empleado con 
frecuencia en la suma de las sucesiones y en el cálculo infinitesimal. Los 
logaritmos tomados en el sistema que lleva a este número como base se 
conoce como neperianos, en honor a Neper, inventor de los logaritmos, O 
bien hiperbólicos ya que sirven para medir las diversas partes del área 
comprendida entre la hipérbola equilátera y sus asíntotas. 

Se indicará generalmente la suma de una serie convergente por la 
suma de sus primeros términos seguido de tres puntos suspensivos. Así, 
cuando la serie 

40, Ur, U2y U3y o. 


es convergente, la suma de esta serie se representa por 
A 


En virtud de esta convención el valor del número e se encontrará 
determinado por la ecuación 


(6) e al ti E 
1 12 123 1234 


y si se considera la progresión geométrica 
3 
A 
se tendrá, para los valores numéricos de x inferiores a la unidad, 


(7) A 


TAoxa 


La serie 
Ho, 41, M2, 33 +... 


al suponerse convergente, si se designa su suma por s, y pot sn a la suma 
de sus primeros » términos, se encontrará 


SEMA m1 Un Hr = Sy Elan... 


y en consecuencia 
TS $ = Ha YT Unra Teo. » 


De esta última ecuación resulta que las cantidades 


Ha, Hn+l, Ha+2y ... 


ve. A O a 
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formarán una nueva serie convergente cuya suma será equivalente a 
5 — sn. Si representamos a esta misma suma por rn, se tendrá 


$= mt 


y fn será llamado el residuo de la serie (1) a partir del 1" término. 

Cuando los términos de la serie (1) incluyen una misma variable En 
si esta serie es convergente y sus diferentes términos son funciones 
continuas de x en una vecindad de un valor particular atribuido a esta 
variable; 


Sn, In y $ 


son también funciones de la variable x, en donde la primera es evidente 
mente continua en relación a x en una vecindad del valor particular del 
cual se trata. Dicho esto, consideremos los incrementos que reciben estas 
tres funciones, cuando se hace incrementar x en una cantidad infini- 
tamente pequeña Qí. El incremento de sx será, para todos los valores 
posibles de », una cantidad infinitamente pequeña; y aquel de r devendrá 
insensible al mismo tiempo que +», si se atribuye a » un valor muy grande, 
En consecuencia, el incremento de la función s no podrá ser sino una 
cantidad infinitamente pequeña. De esta observación se deduce de 
manera inmediata la proposición siguiente: 


Teorema 1. Cuando los diferentes términos de la serie (1) son funciones de 
una misma variable x, continuas con respecto a esta variable en la vecindad de 
un valor particular para el cual la seric es convergente, la suma s de la serie es 
también, en la vacindad de este valor particular, una función continua dex? . 





3 Como bien sabemos hoy este teorema es, en general, falso; toda vez que para garantizar 
la continuidad de la función sema es necesario establecer una condición sobre el modo de 
convergencia de la serie: la serie debe converger uniformemente, 

En 1826 Abel demuestra (op.cít.) una versión más restringida de este tcorema (para el 
caso de una serie de potencias) y encuentra también el primer contraejemplo para este 
+ 15203 X 





teorema: la serie -1) converge al valor 2 si y está en el intervalo 0,7) 
2 y 


a0six= mx ;es decir, se trata de una serie de funciones continuas cuyo limite es una función 
que es discontinua en Tr (de hecho la función límite es discontinua en los valores de la forma 
(2m>+1)w. El contraejemplo no debía de sorprender tanto, pese al teorema de Cauchy, 
si se recuerda que aun antes de Abel era conocida la posibilidad de representar a través de 
series trigonométricas a una función que puede ser discontinua. 

Entre 1838 y 1848 Christof Gudermann, Ph.L. Seidel y G. Stokes intentan precisar de 
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En virtud de este teorema, la suma de la serie (2) deberá ser una 
función continua de la variable x entre los limites x=- 1, x= 1; lo que 
se puede verificar al averiguar el valor de s dado por la ecuación 


Al 
l=x 





3 





distintos modos la propiedad de que si la velocidad de convergencia es igual para todos los 
puntos de un intervalo, es posible asegurar la continuidad de la función suma. De hecho 
todos ellos están convencidos de que la propiedad de la continuidad de la suma depende 
del modo de convergencia. 

Tal vez como eco a estas observaciones es el propio Cauchy quien en una memoria 
publicada en 1853 — y leida en la Academia de Ciencias de París en el mes de marzo de ese 
mismo año— aclara que en su versión original el teorema sólo se puede asegurar para cierto 
tipo de series de funciones, como lo son las series de potencias. Para ser válido en general, 
establece la siguiente condición como aquella que permite garantizar la continuidad de la 
función suma: Al consideras, con la misma notación del Análisis Algebraico, que 


wlx), dalx), mix), ... nx), Mn+1(x), -.. 
son los diferentes términos de una serie y que son a su vez funciones continuas de la variable 
real x entre dos límites dados. Si se tiene 
s(x)amlx)+ul(x)+uelx)+... Fun) + rx) +... 
m(x)=w(x)+m(x)+m(x)+... +te1[x)y 


mlx)=s(x)-.(x)-. 

Sir >x,y se hace 
(1) e la)omlx)= (A) +1 (A) + 2 (XA tn -1(x). 

Entonces el residuo 7, ( x ) es el limite al que converge, para valores crecientes de 7, la 
diferencia (1). Pensemos que es posible, al atribuir a m un valor suficientemente grande, 
hacer que el módulo de la expresión (1)— y junto con él el módulo de r, ( x)-— sea menor 
que un número e, tan pequeño como se quiera, para todos los valores x comprendidos entre 
los límites dados. En esas condiciones el incremento de la variable x podrá todavía ser 
tomado lo suficientemente pequeño para que el módulo del incremento desa ( x ) sea menor 
que un número tan pequeño como se quiera. En esas condiciones es posible dar al número 


a un valor suficientemente grande para que, entre los limites dados a la variable, se pueda 
asegurar la continuidad de la función 


s(x)=sm(x)+rilx). 
Con base en este argumento Cauchy enuncia la nueva versión de su teorema: 
Teorema. Si los diferentes términos de la serie 
wlx), lx), 42(x), ... nl x), Un+1 lx), .. 
son funciones de la variable real x, continuas respecto a esta variable entre dos límites dados, si la 
suma 
Un (x) + ri (+ tr (4H + nr 1 (3) 

deviene infinitamente pequeña para valores infinitamente grandes de los números 1 y rl > 1, la serie 
será convergente y la suma s ( x ) será una función continua de la variable x entre los límites dados. 
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82. De las series en la cuales 
todos los términos son positivos 


Cuando la serie 
(1) HO, Ur, M2, Us cos, May... 


tiene a todos sus términos positivos, se puede decidir fácilmente si es que 
ella es convergente o divergente con ayuda del siguiente teorema. 


Teorema 1. Buscar el límite o los límites hacia los cuales converge la 

1 
expresión ( un Ja, mientras que n crece indefinidamente, y desígnese por k al más 
grande de esos límites. En otras palabras, el límite de los valores más grandes de 
la expresión de la que se trata* La serie (1) será convergente sí se tiene k< 1, y 


divergente si se tiene k > 1. 


Demostración. Supongamos primero k< 1, y elijamos a voluntad 
entre 1 y k un tercer número U, de modo que se tenga 


E<U<1, 


Antes de que Cauchy hiciera esta precisión, su confianza en la validez del resultado le 
permitió, en la lección 40 de su Resumen sobre las lecciones del Cálculo Infinitesimal (último 
capítulo de nuestra edición) intentar la demostración de otro “teorema falso”; teorema en 
el que asegura que la integral de la función suma de una serie convergente de funciones es 
igual a la suma de la serie cuyos términos son las integrales de cada una de las funciones 
que conforman a la primera serie. 

Weierstrass será el primero en establecer las condiciones para garantizar la continuidad, 
de la función suma de una serie de funciones continuas, al introducir en 1861 (en un curso 
que permaneció inédito) el concepto de covergencia en igual grado para los términos de una 
sucesión de funciones. Sobre la base de esta idea, Heine publicará en 1870 su artículo Sobre 
las Series Trigonométricas (Uber trigonometrische Reiben) en donde desarrollará de manera 
sistemática la noción de convergencia uniforme como una condición para demostrar sin 
ningún error estos teoremas. 

La expresión se refiere al límite o a los límites de las subsucesiones de la secrsión 


1 

[Cu Y"). Cauchy habla aquí de un crecimiento indefinido de n, lo cual sugiere que en 

distintos órdenes de crecimiento de =, será posible encontrar distintos limites para las 

sucesiones indicadas por +. De este modo podemos pensar que el valor k es el supremo del 
Í 


conjunto E de los limites subsecuenciales de ( us Y; lo que usualmente se denota como 
lim sup “Y sn. En este sentido el Teorera 1 enuncia el conocido criterio de la raíz 
RD 


(recordemos que en este caso todos los términos de la serie son positivos) para la 
convergencia de una serie: si hs lim sup "Y yy entonces la serie Y 4n converge sik<1, 
» 1) 


diverge si 4 > 1 y si k = 1 no se tiene información. 
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y dejemos a » crecer más allá de cualquier límite asignable, los valores 
1 
más grandes de ( 4, )» no podrán aproximarse indefinidamente al límite 
k sin ser finalmente inferiores a U. En consecuencia será posible atribuir 
al número entero 1 un valor muy grande para que, al obtener n este 
mismo valor o aun uno mas grande, se tenga de manera constante 
L » 
( Un y < O, Un < U e 
Resulta así que los términos de las sucesión 
Hd, Ul» Bla «os Hnrly Mnrla +.» 

acabarán por ser siempre inferiores a los términos correspondientes de 
la progresión geométrica 


LU US DOS 


y, como esta progresión es convergente (debido a que U < 1), podemos, 
a partir de la observación anterior, concluir a fortiori la convergencia de 
la serte (y. 

Supongamos, en segundo lugar, k > 1; y coloquemos de nuevo entre 
los números 1 y 4 un tercer número ÚU, de tal modo que se tenga 


k>U>1. 


Si n crece más allá de cualquier límite, los valores más grandes de 


1 
(u, Y, al aproximarse indefinidamente a k, serán finalmente mayores 
que U. 

Se podrá así satisfacer la condición 


1 
(A) >U 
o, igualmente, la siguiente condición 


Un > un, 


para valores de m1 tan grandes como se quiera. En consecuencia, se 
encontrará en la serie 





3 Cauchy introduce aquí, considerándolo evidente y sin dar por ello ninguna demostración, 
el criterio de la comparación: si el termino general de una serie 4, es menor que el de otra 


serie 2, y si la serie Y” an es convergente, entonces la serie y in también es convergente. 
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UO, Hi, Uds os Hny Un+ly Un+2y 0... 


un número indefinido de términos mayores a los términos correspondi- 
entes de la progresión geométrica 


1, U, U?, a ue EA Usa 


Como esta progresión es divergente (debido a que > 1), y como en 
consecuencia sus distintos términos crecen al infinito, la observación que 
acabamos de hacer bastará para establecer la divergencia de la serie (1). 

En un gran número de casos, se puede determinar el valor de la 
cantidad k, con ayuda del teorema 4 (Cap. Il, $3). En efecto, en virtud de 





A Hn +1 a R : 
este teorema, siempre que la razón converga hacia un límite fijo, 


este límite será precisamente el valor de k. Se puede entonces enunciar 
la siguiente proposición. 
Teorema 2. Si para valores crecientes de n, la razón 
Un+1 
a 
converge hacia un límite fijo k, la serie (1) será convergente siempre que se tenga 
k< 1, y divergente siempre que se tenga k > 1%, 


Concibamos, por ejemplo, a la serie 


A | 
1, 1 


A A o 


pi 
o 





se encontrará 


Un + 1 1:23... 2 1 


y en consecuencia la serie será convergente, como ya sabiamos. 


é Al presentar Cauchy este teorema como consecuencia del teorema 1, y del teorema 4 del 
capítulo Il, $3, coloca al ertterio del cociente — tal y como se conoce este teorema como 
una aplicación a un caso particular del criterio de la raíz. En particular al remitir al teorema 


del capítulo 1l, se debe concluir que la sucesión ( xs y converge al mismo limite 4 al cual 





A Ha+i á A 
converge el cociente ni EN ese Caso se considera que al ser convergente la sucesión 
» 


(ón Y se tiene que Jimsup ( 4n + = lim ( ón y. En la nota 4 hemos señalado cómo es que 
se introduce el límite superior de una sucesión. 
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El primero de los dos teoremas que acabamos de establecer no deja 
ninguna duda sobre la convergencia o divergencia de la serie en la cual 
todos sus términos son positivos, salvo en el caso particular en el que la 
cantidad representada pork sea igual a la unidad. En este caso particular, 
no siempre es fácil decidir sobre este punto. Sin embargo, vamos a probar 
aquí dos nuevas proposiciones con ayuda de las cuales a menudo 
podemos llegar a hacerlo. 


Teorema 3. Cuando en la serie (1) cada término es inferior al que le precede, 
esta serie y la siguiente : 


(2) lo, 241, 44, 8uz, 16415, ... 
serán igualmente convergentes o divergentes. 


Demostración. Supongamos primero que la serie (1) es convergente, 
y designemos a su suma por s. Se tendrá 


Uy = Mo, 
24=2%4 
44<24 +24, 
Bu4<2w4+2u+246+247, 


..o y 


y en consecuencia, la suma de los términos de la serie (2), tomados cn 
cualquier número que sea, será inferior a 


to +24+242+243+2t4+... =25- 40. 


Se sigue que la serie (2) será convergente. 

Supongamos, en segundo lugar, que la serie (1) es divergente. La suma 
de sus términos, tomando un número muy grande de ellos, acabará por 
superar a cualquier límite asignable, y como se tendrá 


ta = 40, 
24, >41 +4 
4 43 > Uy + Ua + Us + 36, 
8 47 > uy + 4g + 49 + M0 + 11 + Up + 413 + ra, 


.) 


162 Augustin-Louis Cauchy 


se deberá concluir que la suma de las cantidades 
los 241, 443, 8 M7, ..., 


tomadas en un número muy grande, acabará por ser superior a cualquier 
cantidad dada. La serie (2) será pues divergente, en conformidad al 
teorema enunciado, 


Corolario. Si para la serie (1) se toma la siguiente 


(3) pil 
"y? pl qu? ae 


donde H designa a una cantidad cualquiera, la serie (2) devendrá 
O 


Esta última es una progresión geométrica, convergente cuando se 
supone $ > 1, y divergente en caso contrario. En consecuencia, la serie 
(3) será convergente si 4 es un número mayor que la unidad; y será 
divergente si se tiene e = 1 ó y < 1. Por ejemplo, de las tres series 


(4) O DA | 
Lo PE ; 

(5) Lil 
ei 2 Ed 4” , 

(6) E AE! 
E 

2 3 q 


la primera será convergente, y las otras dos divergentes. 


Teorema 4. Supongamos que se designa por L a la característica de los 
logaritmos en un sistema cualquiera, y que para valores crecientes de n, la razón 


15) 


converge hacia un límite finito h. La serie (1) será convergente, si se tiene hb > 1, 
y divergente sí se tiene h< 1, 
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Demostración. Supongamos primero 4 > 1, y elijamos a voluntad 
una tercera cantidad a entre las dos cantidades 1 y 4, de modo que se 
tenga 

b>a>l. 


La razón AA] o su equivalente 
n 


He 
Ll 
L(n)” 


terminará por ser, para valores muy grandes de a, superior a la cantidad 
a. En otras palabras, cuando n crece más allá de un cierto límite, se tendrá 


siempre 
1 
L| E | 
Y 
- >4 


L(n) 


(a, J90L0n) 


1 1 
>> as 


o, lo que es lo mismo 


y en consecuencia, 


Resulta que los términos de la serie (1) acabarán por ser constante- 
mente inferiores a los términos correspondientes de la siguiente serie 
A SS 1 1 


E ED 


y, como esta última será convergente (debido a que a > 1), se puede a 
partir de ta observación anterior, concluir a fortiorí, la convergencia de la 
serie (1). 

Supongamos, en segundo lugar, 4< 1; y pongamos de nuevo entre 
las cantidades 1 y h, una tercera cantidad a, de modo que se tenga 


hH<a<l. 
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Se tendrá para valores suficientemente grandes de a, la relación 


al 
E < 
L(ny * 


o, lo que es equivalente 
1 
L (= ) aL”), 
y, en consecuencia, 


1 1 
—< És, Mm>=. 
Mn a 
n 
Resulta que los términos de la serie (1) acabarán por ser superiores 
a los términos correspondientes de la siguiente serie 


dd, oo 


A a 
E E o E E E 


o 


y como esta última es divergente (debido a que q < 1), se podrá concluir 
a fortiort, a partir de la observación anterior, la divergencia de la serie (1). 

Dadas dos series convergentes en las cuales todos sus términos son 
positivos, es posible, añadiendo o multiplicando esos mismos términos, 
formar una nueva serie cuya suma es la adición o multiplicación de las 
sumas de las dos primeras. Estableceremos a este respecto los dos teoremas 
siguientes: 

Teorema 5. Sean 

HO, 41, A, e... p Un, ...» 

(7) 


VO), Uly V2y en.) Uy 0.0. , 


dos series convergentes, compuesta únicamente de términos positivos, y que tienen 
por sumas s ys': 


(8) UOH Doy, UA DO, MAD 0, Un Oy 0...» 
será una nueva serie convergente, que tendrá como sumas -+s'. 


Demostración. Si se hace 
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n= Un tU TEMA RH 1, 
$ n=DW0+0+02+... + O0%-1) 


Sn y 5' n Convergerán respectivamente hacia los límites s y s”, para valores 
crecientes de 2. En consecuencia, sn +s'n, la suma de los primeros » 


términos de la serie (8), convergerá hacia el límite s + s”; lo que basta para 
establecer el teorema”. 


Teorema 6. Bajo los mismos supuestos que en el teorema anterior, 
(9) Uy Vo, Ho Di TF 4] Vo, UD V2 + H1U] HF U2D0) +... 
coo, Up Un  U1 Un1 Fo. FHn-1U1 +unU, .-., 
será una nueva serie convergente, que tendrá como suma ss”. 


Demostración. Sean como siempre sm, s'» las sumas de los primeros 
n términos de las dos series (7), y designemos además por s”'» a la suma 
de los primeros » términos de la serie (9). Si se representa con » al mayor 
n-1 


2 





, : n—-1 j E 
número entero comprendido en —, es decir, cuando x es impar, 


2 
n-2 ] Td 
y 7 tn caso contrario, se tendrá evidentemente 





UU ( HUyU + U1DO ) os +( UU x 1 U1Un-2 TV... + Un 2014 Un 170 ) 


<(Mt4+... +1) (WA + Va 1) 


>(Mmit+... +4m)(WFOAH... +0m), 
o, en otras palabras, 
SAS n Y >imt1iS metro 


Pensemos ahora que se deja a » crecer más allá de cualquier límite 
El número 





7 Como en todos los casos en los cuales se trata de la convergencia de una sucesión, Cauchy 
gusta de obviar todos los detalles al considerarlos evidentes, Véase la nota 1 de este capítulo, 
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noz 


ma 


Nin fu 
N | -— 


crecerá indefinidamente; y las dos sumas sx , se + 1 convergerán al límite 
5, mientras que s'n y s'm + 1 convergerán al límite s'. En consecuencia, los 
dos productos su 5'», Sm + 15'm +1, y lasumas”a comprendida entre esos 
dos productos, convergerán al límite ss”; lo que basta para establecer el 
teorema 6. 


83. De las series que incluyen términos positivos 
y términos negativos 
Supongamos que la serie 
(1) UD) Mis M2, Ud y coo Uns 0. 
se compone de términos positivos y negativos; sean respectivamente 
(2) Pos P13 Pza P3» 00. Pro «o 
los valores numéricos? de esos mismos términos, de modo que se tenga 
to=E Do, MSTPI, MZ Hr, SÍ, MZ Ea, .... 
El valor numérico de la suma 
E NE 7 
no podrá jamás superar 
Po+tPpi+pat... +Pr-1, 


resulta así que la convergencia de la serie (2) implicará siempre la de la 
serie (1). Debemos añadir que la serie (1) será divergente, si algunos 
términos de la serie (2) acaban por crecer más allá de cualquier límite 
asignable. Este último caso se presenta cuando los más grandes valores 


8 Se refiere a los valores tomados de manera independiente del signo; es decir, al valor 
absoluto; tal como fue dada la definición de “valor numérico” por Cauchy en los 
Preliminares. 
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de ( px convergen, conforme = crece, hacia un límite superior a la 
unidad. Al contrario, cuando este límite deviene inferior a la unidad, la 
serie (2) es siempre convergente. Es posible, por tanto, enunciar el 
siguiente teorema: 


Teorema 1, Sea pa el valor numérico del término general un de la serie 
(1); y designemos por k el límite al cual convergen los más grandes valores de la 
apresión( Pr Ya, conforme n crece indefinidamente”. La serie (1) será convergente 
si se tiene k< 1, y será divergente sí se tiene a k > 1. 


Pr +1 





Cuando la fracción , es decir, el valor numérico de la razón 


Pr 


1 ñ . a A A A 
converja hacia un límite fijo, este límite será, en virtud del teorema 





Un 
4 (Cap. II, $3), el valor buscado de 4. Esta observación nos conduce a la 
siguiente proposición. 


Teorema 2. Si conforme n crece el valor numérico de la razón 


4n +1 
tn 
converge hacia un límite fijo k, la serie (1) será convergente, siempre que se tenga 
k< 1, y será divergente siempre que se tenga k > 1. 


Por ejemplo, si se considera a la serie 


> Te Dg E: e to.» 


se encontrará 





Mn+ 1 _ 1 


ES o k= 
Un n+1 


a 
00 


de donde resulta que la serie será convergente. 


? En los teoremas anteriores en los cuales Cauchy había utilizado este criterio de la raiz, las 
series consideradas estaban compuestas tan sólo de términos positivos, en este caso, al 
considerar el valor absoluto p,, del término 4, Cauchy introduce la versión más general 
de dicho criterio. 
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El primero de los dos teoremas que acabamos de establecer no deja 
ninguna duda sobre la convergencia o la divergencia de una serie, salvo 
en el caso particular en que la cantidad representada por k sea igual a la 
unidad. En ese caso particular, es posible algunas veces constatar la 
convergencia de la serie propuesta, ya sea asegurándose de que los valores 
numéricos de sus distintos términos forman una serie convergente, ya 
sea por medio del siguiente teorema, 


Teorema 3. Si en la serie (1) el valor numérico del término general Un 
decrece constante e indefinidamente, conforme n aumenta, y si además los diferentes 
términos son alternativamente positivos y negativos, la serie será convergente. 


Consideremos, por ejemplo, a la serie 


1 1 1 1 1 
E rl o, UNO Eo cla al E 
6) 2 3 4 Ñ n n+1 
Sí tomamos la suma de los primeros sm términos cuyo rango es 


superior a », ésta será 





LL, 
n+1l 2142 21n4+43 n+4 n+m 
El valor numérico de esta suma, 


1 dal Da. 1 














HE 
n+l n+2 n+3 n+4 nm 
a fla a Ele de o A 
n+ 1 n+2 +3 n+4 n+5)] 


1 1 1 1 1 1 
= - A ri + - + 
(E an [e se) a E) 


está comprendido evidentemente entre 


1 1 1 


n+1 y n+1 + 



































y decrecerá indefinidamente, conforme » aumenta, para cualquiera que 
sea », lo que basta para establecer la convergencia de la serie propuesta. 
Los mismos razonamientos se pueden aplicar a todas la series de este 
género. Citaremos, entre otras, a la siguiente, 
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(4) o A A 

; al 3H ge 
la cual, en virtud del teorema 3, será convergente para todos los valores 
positivos de |. 

Si en la serie (4) se suprime el signo — de cada miembro de rango 
par, se obtendrá la serie (3) del 82, que es divergente siempre que se 
suponga m=1 6 m< 1. En consecuencia, para transformar una serie 
convergente en serie divergente, y recíprocamente, basta algunas veces 
cambiar los signos de algunos términos. Por lo demás esta observación 
es aplicable únicamente a las series para las cuales la cantidad designada 
por k en el teorema 2 se reduce a la unidad. 

Dada una serie convergente cuyos términos son todos positivos, 
aumentaremos su covergencia al disminuir los valores numéricos de esos 
mismos términos y al cambiar los signos de algunos de ellos. Es prudente 
observar que se producirá un doble efecto si se multiplica cada término 
por un seno o por un coseno; y esta observación basta para establecer la 
siguiente proposición. 


Teorema 4. Cuando la serie 
(2) Po, Pl» P2» «+» Pio «»- >» 
formada únicamente de términos positivos, es convergente, cada una de la 
siguientes series 
E pocos 9a, picos 8B,, pacos 2, ..., PneosOr, ...» 


Posen Oo, prsenO,, pasen0z, ..., PnsenOn, ».. > 


lo será también, cualesquiera que sean los valores de los arcos 
0,,81,02,... Dn soso . 


Corolario. Si suponemos en general 
0, =520, 
9 designa a un arco cualquiera, las series (5) devendrán respectivamente 
ES Po, Picos8, pzcosB, ..., pncosB, ..., 


pisen0, p¿senB, ..., PrsenÚ, ...- 
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Así estas dos últimas serán convergentes siempre que lo sea la serie (2). 
Si se consideran a la vez dos series en las cuales cada una de ellas 
incluye términos positivos y negativos, demostraremos fácilmente para 
este caso los teoremas 5 y 6 del segundo parágrafo, como lo haremos ver. 


Teorema 5. Sean 

(7) HO) Uls Hls os Uso ca 
Vo) Vis Uy co, Uns... 

dos series convergentes que tengan respectivamente por sumas sy s'; 
(8) MOR DO) UR) MAA 00, UNO, 
será una nueva serie convergente que tendrá como suma s + 5". 

Demostración. Si se hace 

n= MPAA... Hir—1, 
S4=DPFU+FVO E > 1, 


Sn Y $'n Cconvergerán respectivamente hacia los límites s y s' , conforme 
a aumenta. En consecuencia, sr + s' y, es decir, la suma de los primeros 
a términos de la serie (8), convergerá al límite s + s* ; lo que basta para 
establecer el teorema enunciado. | 


Teorema 6. Bajo las mismas condiciones que en el teorema anterior, si cada 
una de las series (7) es convergente, cuando se reducen sus diferentes términos a 
sus valores numéricos, 


(9) 40 Do, 
Up UL TF ADO, 
QUTFTAUDAADO, 
Ho Va +4 Un... $ gn 101 + Un Do, 


será una nueva serie convergente que tendrá como suma s 5”. 
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Demostración. Sean siempre Su, s'n las sumas de los primeros 2 
términos de las dos series (7), y designemos por s”n a la suma de los 
primeros » términos de la serie (9). Se encontrará 


' 
mas "n= Un-108=1 (Mn 109-2 + Un=2 001) +... 
+ (in 10 + Um 202400 02 FM 0911). 


Además, habiendo demostrado el teorema 6 para el caso en el que 
las series (7) sólo incluyen términos positivos, resulta que bajo esta 
hipótesis cada una de las cantidades sns'», s”n CONVerge, conforme los 
valores de 2 aumentan, hacia el límites s”, y, en consecuencia, la diferencia 
5n5'n 5" y, o, equivalentemente, la suma 


Un-100-1 + (Un-109-2 + Un 2001) +++. 
+( tn 1 0 + Un2 024.0. + MU0n-2 441091), 


tienden al límite cero. 
Concibamos ahora que en la serie (7) hay términos positivos y 
negativos y designemos respectivamente por 


Po, Pi, pz, s.. y Pay +. > 
p'o, Ps pz, ... 3 P'n, ... y 


a los valores numéricos de esos diferentes términos. Supongamos además, 
conforme al enunciado del teorema, que las series (10), compuestas de 
esos mismos valores numéricos, sean ambas convergentes. Debido a la 
observación que acabamos de hacer, la suma 


(10) 


Prr1P 9-14 (Pr-1P 2-2 +Pm-2P 9-1) +... 


+(Pripatpa-2P 240. +P2P 2-2 +P1P'n1), 


convergerá, conforme el valor de » aumenta, al límite cero: y como el 
valor numérico de esta suma será superior al de la siguiente 


Un-1U8=1 + ÚUn- 1029-24 Un 2091) +... 
+(Un—101 + Un=2 024... + 42042 +41 09-1), 


resultará que esta última o lo que viene a ser lo mismo la diferencia 
5n5'n —s” y covergerá también al límite cero. En consecuencia, ss”, que 
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es el límite del producto s» s' y , será también el de s” 'n. En otras palabras, 
la serie (9) será convergente y tendrá como suma al producto ss”. 


Escolio. El teorema precedente podrá no ser válido si las series (7), 
que suponemos convergentes, dejan de serlo al reducir cada uno de sus 
términos a su valor numérico. Podemos concebir, por ejemplo, que para 
cada una de las series (7) se toma a la siguiente 


1 1 
(1) In E PO 
22 32 


La serie (9) deviene 
(12) (a) 
ln —— 7 


ua se... o... ... .. 





) 


Esta última es divergente puesto que su término general, a saber, 
O A A 
Ya N(n-1)2 V(2-2)3 ey 
E A e 
v2(2-1) Van y 


tiene evidentemente un valor numérico superior a 


ye 


cuando a es par; y a 
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n 21 


? > n+1 
n+1 
2 
cuando n es impar; es decir, en todos los casos posibles tiene un valor 
superior a la unidad. Sin embargo la serie (11) es covergente. Áunque 


debemos observar que dejará de serlo cuando se reduce cada término a 
su valor numérico, ya que se transforma entonces en la serie (6) del 82. 








$4. De las series ordenadas según las potencias 
ascendentes y enteras de una variable 


Sea 


Pp 2 An 
(1) do, AX, da y o AX so e 


una serie ordenada según las potencias enteras y ascendentes de la 
variable x, 


(2) Ad) 81) Aly m0. yo 


designan los coeficientes constantes positivos o negativos. Sea además a 
lo que para la serie (2) es la cantidad k del parágrafo precedente (ver el 
83 teorema 2). La misma cantidad, calculada para la serie (1), será 
equivalente al valor numérico del producto 


Ax. 


En consecuencia, la serie (1) será convergente siempre que este valor 
numérico sea inferior a la unidad; es decir, en otras palabras, sí el valor 


numérico de la variable x es inferior a G Por otro lado, la serie (1) será 


: a z 1 ¿ 
divergente si el valor numérico de x rebasa 7. Se puede entonces enunciar 


Á 
la siguiente proposición 
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Teorema 1. Sea A el límite hacia el cual converge, conforme n aumenta, 
la nésima raíz de los más grandes valores númericos de an. La serie (1) será 
convergente para todos los valores de x comprendidos entre los límites 


e 
x= E Al A? 


J divergente para todos los valores de x situados fuera de estos límites". 


4n+ 1 





Cuando el valor numérico de la razón converge hacia un límite 


n 
fijo, este límite es (en virtud del teorema 4, Cap. II 83) el valor buscado 
de A. Esta observación nos conduce a una nueva proposición. 


Teorema 2. Si, para valores crecientes de n, el valor numérico de la razón 


á4n+ 1 
4n 


converge hacia el límite A, la serie (1) será convergente para todos los valores de 
x comprendidos entre los límites 


Ol 
A A 
J divergente para todos los valores de x situados fuera de los mismos límites 
Corolario 1. Tomemos como ejemplo la serie 
(3) A E O 
Como se encontrará bajo esta hipótesis 


An+i_ n+2_ z 1 
An n+1 n+1 





y en consecuencia, 


10 De nuevo (Cfr. nota 4) Cauchy se refiere al lim sup. “Nas. Es claro que este teorema asegura 


la convergencia para una serie de potencias sobre la base del criterio de la raíz. Este valor 
A permite encontrar el zadío de convergencia de la serie de potencias. Para el caso de una 
serie de potencias con coeficientes y variable complejos el valor de A encontrado de este 
modo se conoce como la fórmula de Hadamard. 
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A=1, 


se concluirá que la serie (3) es convergente para todos los valores de x 
comprendidos entre los límites 


x==1, x=+1, 
y divergente para los valores de x situados fuera de estos límites. 
Corolario 2. Tomemos como segundo ejemplo a la serie 
(4) e 
17 e EA 


en la cual se supone que el término constante se reduce a cero. Se 
encontrará bajo esta hipótesis 


y en consecuencia A = 1. La serie (4) será pues convergente o divergente 
según el valor numérico de x sea inferior o superior a la unidad. 


Corolario 3. Si para la serie (1) se toma a la siguiente 


6), 1, HD ¡BOSE ESA 
1 1-2 1.-2-3..2 


en donde u designa a una cantidad cualquiera, se encontrará 











yoE 

Ga+1 pon _ 7 

da — n+1 1 

l+ > 

y en consecuencia, 

¡-É 1-2 

A= lim 1* 7=1 

L+ ear 


Se concluirá que la serie (5) es, al igual que las series (3) y (4), 
convergente o divergente, según que se atribuya a x un valor numérico 
superior o inferior a la unidad. 
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Corolario 4. Consideremos aun a la serie 
x É e e 
1 o a ES AE A: AA NO 


Como en este caso se tendrá 








(6) 1, 





y en consecuencia 


es decir, para todos los valores reales posibles de la variable x. 
Corolario 5. Consideremos en fin a la serie 
UE OO or A ES US LE E A O O 


Al aplicarle el teorema 2, se encontrará 


4n+1 
——=4+1, A=0w, 
An 
y se tendrá en consecuencia, ¡ 
==0. 
Á 


Se concluirá que la serie (7) es siempre divergente, salvo en el caso en 
que se suponga x = 0, caso en el cual ella se reduce a su primer término 1. 

Al examinar los resultados que acabamos de obtener, se reconocerá 
de inmediato que, entre las series ordenadas según las potencias ascen- 
dentes y enteras de la variable x, algunas son convergentes o divergentes, 
según sea el valor atribuido a esta variable, mientras que otras son siempre 
convergentes cualquiera que sea x, y otras siempre divergentes, salvo 
cuando x= 0, Se puede añadir que el teorema 1 no deja duda acerca de 
la convergencia de la serie salvo en el caso en el que el valor numérico de 
x sea igual al valor constante positivo representado por a es decir, cuando 
se supone 
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1 
r=i—. 
A 
En este caso particular, la serie puede ser convergente o divergente, 
y la convergencia depende algunas veces del signo de la variable x. Por 


ejemplo, si en la serie (4), para la cual A = 1, se hace sucesivamente 


se obtendrán las dos siguientes 


1 O | 1 
(8) dl, des 3? A 
1 ds 1 1 
(9) =1, a, , 


de las cuales la primera es divergente (véase en el $2 el corolario del 
teorema 3) y la segunda es convergente, tal y como resulta del teo- 
rema 3 (83). 

Es importante señalar que como consecuencia del primer teorema, 
cuando una serie ordenada según las potencias ascendentes y enteras de 
una variable x sea convergente para un valor numérico de x diferente de 
cero, ella permanecerá convergente, si es que se disminuye este valor 
numérico o bien si es que éste disminuye indefinidamente, 

Cuando dos series, ordenadas según las potencias ascendentes y 
enteras de la variable x, son convergentes para un mismo valor de la 
variable, se les pueden aplicar los teoremas 5 y 6 del 83. Esta observación 
basta para establecer las dos proposiciones siguientes. 


Teorema 3. Supongamos que las dos series 


DINA 
(10) 
bo, hx, hi, ed bar, ss 


son simultáneamente convergentes cuando se atribuye a la variable x un cierto 
valor, y que sus sumas son respectivamente s y s'; 


(11) dar; l(athA)x; (arbitro. (aa+baYA"; ... 


será, en el mismo caso, una nueva serie convergente que tendrá por suma 
ses”. 
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Corolario. Se extenderá fácilmente este teorema al caso de tantas 
series como se quiera. Por ejemplo, si las tres series 


do, AX, ad, EN 
bo, bx, pe, ... 3 
0, (AX, ax, ... 3 


son convergentes para un mismo valor atribuido a la variable x, y si se 
designan por.s, s”, s” a sus sumas respectivas, 


2 
atbi+os labrada labia das ..; 
será una nueva serie convergente, que tendrá por sumas+s' +5", 


Teorema 4. Bajo la misma hipótesis que en el teorema anterior, si además 
cada una de las series (10) es convergente al reducir sus términos a sus valores 
numéricos, e 


2 
bo; (abhtabdx; (abtrabhrabidrc; 
12 
( ) cl torbatarba-1+... + dn=1b + ananboJá; ... 
será una nueva serie convergente que tendrá por suma ss". 


Corolario 1. El teorema anterior está comprendido en la fórmula 


(ataxtad+... Mbo+r hx+bd+...) 
13 
( ) =4wb+(awhr+rabld+(abtabrabits... 
que subsiste en el caso en el que cada una de las series (10) sea convergente, 
cuando se reducen sus diferentes términos a sus valores numéricos, y sirve 
en ese caso para desarrollar bajo esta hipótesis el producto de las sumas 
de las dos series en una nueva serie de la misma forma. 


Corolario 2, Al repetir varias veces la operación indicada por la 
ecuación (13), se podrán multiplicar entre ellas las sumas de tres o más 
series semejantes a las series (10), si es que cada una es convergente después 
de la reducción de sus diferentes términos a sus valores numéricos. El 
producto obtenido sería la suma de una nueva serie convergente ordenada 
según las potencias ascendentes y enteras de la variable x. 


Corolario 3. Si en los dos corolarios anteriores se suponen iguales 
todas aquellas series cuyas sumas se multiplican, se obtiene como pro- 
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ducto una potencia entera de la suma de cada una de ellas; y esta potencia 
se encontrará representada por la suma de una serie del mismo género. 
Por ejemplo, si en la ecuación (13) se hace 24=b, 4=b, 
a=b,,...,se concluirá 


(14) (artaxtadr. =d+2maxt(2a4: tai)... 


Corolario 4. Si se toman como términos generales de las sertes (10) 





p(u-D(1-2)...(4-2+1) a 


1-2-3..2 
y 
'(u' -1 te?) 't=n+l 
. É, 
1-23... 2 


donde y, 1” designan a dos cantidades cualesquiera, y la variable x se 
encuentra entre los límites x =- 1, x= + 1, cada una de las series (10) será 
convergente aun cuando se reduzcan sus diferentes términos a sus valores 
numéricos, y el término general de la serie (12) devendrá 


a ¿Ea Do (ur 


12302 1-2:3...(1-1) 1 
¿44 (p'-1)... (p =1+2),b (p'-1)... (u'-.2+1) y 
1 1-2-3...(1-1) 1:2-3...2) 





Xx. 


1 


Dicho ésto, si llamamos q ( 1 ) a la suma de la primera de las series 
(10) bajo la hipótesis que acabamos de hacer; es decir, si se supone 


(15) otr Er HD 


las sumas de las series (10) y (12) serán designadas respectivamente por 
e(u)o(u'")yo(u +”); de modo que la ecuación (13) devendrá 
(16) etuJo(1)=po(up +”). 


Cuando en la ecuación (13) se reemplaza la suma de la serie 
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bo, hix, bad, o. 


por un polinomio compuesto de un número finito de términos, se 
obtiene una fórmula que no cesa jamás de ser exacta mientras que la serie 


2 
da, AX, daX y ... 


permanezca convergente, Es lo que probaremos directamente al establecer 
el siguiente teorema. 


Teorema 5. Si al ser la serie (1) convergente, se multiplica la suma de esta 
serie por el polinomio 


(17) ROO ¿pt 


en el cual m designa a un número entero, se obtendrá como producto la suma de una 
nueva serte convergente de la misma forma, en la cual el término general será 


(qan+pan-1+.. +laa=m+r1+kan=m)x", 
siempre que se consideren como nulas en los primeros términos aquellas cantidades 
nl) Gn=2> -»>-» An=mr+ ly) Anom 
que tengan índices negativos; en otros términos, se tendrá 
(RM O 4 pat ata tadr...) 
=q40+(qa+pa)x+... +(qamtpamort...+la+ ka)” 


(18) 


AAA AAA AAA 


+(qan+pan-1+... +lta=m+itkar=ms+t.... 


Demostración. Para multiplicar la suma de la serie (1) por el 
polinomio (17), bastará multiplicarla sucesivamente por los diferentes 
términos de este polinomio. Se tendrá pues 


APLI ¿prog (arta tando...) 
=q9(a+axtadr.. )+prl a+ axitakt+... ) 


+1 Tlaotaxtadr+... Jl la taitat+... 8 
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Como se tiene además, para los valores enteros de x, 
qlataxtad+...+an-11 ') 
Sa iqaxtga dá gt, 
se concluirá, al hacer crecer 1 indefinidamente y al pasar al límite, 
qlataxtad+t... )=s qu rga+qga kt... 
Se encontrará igualmente 
prlataxtadk+.. par tpa d+ pait..., 


1046... sn. .o n.. o. non Ro... 1.9.0 con on» n.0 0... ... 14? 9... p44 0o.. «no y 


li lararradr.. jala lara te, 


ka rar+tatr.. Jada dad eta lá. 


Si se suman estas últimas ecuaciones, y si al formar la suma de los 
segundos miembros se reunen los coeficientes de las potencias semejantes 
de la variable x, se obtendrá precisamente la fórmula (18). 

Concibamos ahora que en la serie (1) se hace variar el valor de x por 
grados insensibles. Mientras que la serie sea convergente, es decir, 
mientras que los valores de x estén comprendidos entre los límites 

ES 
Á Á 
la suma de la serie será (en virtud del teorema 1, $1) una función continua 
de la variable x. Sea q ( x) esta función continua. La ecuación 


Q (x)=0+axtaxk +... 
permanecerá válida para todos los valores de x comprendidos entre los 
3% 1 ] e e ad 
límites — DÍ lo que indicaremos escribiendo esos límites junto a 


la serie, como se muestra aquí 


(19) p(x)=wtar+ak +... .=-3 +3) 


Cuando la serie se supone conocida, es posible en ocasiones deducir 
el valor de la función q ( x) bajo forma finita; y es eso lo que se suele 
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llamar como sumar la serie. Pero en la mayoría de los casos la función 
p (x) está dada y de lo que se trata es de reconvertirla en la serie o, en 
otras palabras, de desarrollar la función en una serie convergente ordenada 
según las potencias ascendentes y enteras de la variable x. Es facil 
establecer a este respecto la siguiente proposición. 


Teorema 6, Una función continua de variable x no puede desarrollarse 
más que de una sola forma en una serie convergente ordenada según las potencias 
ascendentes y enteras de esta variable. 


Demostración. En efecto, supongamos que se ha desarrollado la 
función q ( x ) por dos métodos diferentes; y sean 


¿2 m 
BIS A 
2 n 
br, mx, bi... ban, ... 


los dos desarrollos; es decir, dos series que, siendo convergentes para todos 
los valores de x diferentes de cero, tengan como suma a la función 
p (x). Al ser constantemente convergentes esas dos series para valores 
numéricos muy pequeños de x, se tendrá para esos valores, 


ataxtadr+.. =hthx+hd+r... 
Al dejar desvanecerse el valor de x se obtiene de esta ecuación 
ao= bo 
de ellos resulta que se le puede reducir en general a 
axtaxd+...=hx+bx +... 
o, lo que es equivalente, 


xlar+rax+..)=x[b +bx+... ). 


; Dee 1 ; Es ne 
Si se multiplican por y; los dos miembros de esta última ecuación, se 
obtendrá la siguiente igualdad 
ataxt..=h+bxt..., 


que deberá permanecer válida para valores numéricos muy pequeños de 
la variable 05 de ésta se concluirá, al hacerx=0, 


a=b,. 
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Al continuar de la misma forma se hará ver que las constantes 
do, 1,42,... son iguales, respectivamente, a las constantes bo, hn, 
b,,... ; de donde se concluye que los dos desarrollos de la función 
€ (x) son idénticos. 

El cálculo diferencial nos provee de métodos muy expeditos para el 
desarrollo de las funciones en series. Expondremos más tarde esos 
métodos; por lo pronto sólo daremos a conocer dos desarrollos que 
remitiremos a su vez al desarrollo de la función ( 1+x)" , en donde yl 
designa a una cantidad cualquiera!', Se trata de las funciones 


4 y L(l+x), 


donde A designa a una constante positiva y £ a la característica de los 
logaritmos en un sistema arbitrario. En consecuencia, vamos a resolver 
uno a uno los siguientes problemas. 


Problema 1. Desarrollar, cuando sea posible, la función (1 + xP" en una 
serie convergente ordenada según las potencias ascendentes y enteras de la 
variable x. 


Solución. Si suponemos primero 4 =»m, con m un número entero 
arbitrario, se tendrá por la fórmula de Newton, 


m  m(m-—1 
(1+x)”=1 A A +x. 
1 1-2 
La serie cuya suma constituye el segundo miembro de esta fórmula 
está siempre compuesto de un número finito de términos; pero si se 


reemplaza el número mm por una cantidad arbitraria 1 , se obtendrá una 
nueva serie, a saber * 


6) 14 


1 Los métodos para dar a conocer el desarrollo en serie de potencias de una función continua 
se dan en la Lección 19 del Cálculo Infinitesimal. Es importante señalar a este respecto que 
con ello Cauchy reconoce que sólo para el teorema del binomio de Newton, que presenta 
a continuación, es posible dar una demostración con los recursos exclusivos del Análisis 
Algebraico. Para un manejo completo del desarrollo en serie de una función continua, 
particularmente el dearrollo de Taylor, será necesario apoyarse sobre los recursos del Análisis 
Infinitesimal 
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la cual se compone, en general, de un número indefinido de términos y 
será convergente sólo para los valores numéricos de x inferiores a la 
unidad. Sea, bajo esta hipótesis, p ( 1 ) la suma de la nueva serie, de modo 
que se tiene 


(15) o) 1+ a HD (62d x=+1). 


En virtud del teorema 1 del $1, p ( y ) será una función continua de la 
variable 1 entre dos límites arbitrarios de esta variable y por el corolario 
4 del teorema 4 del $4 se tendrá 


(16) e(uJo(1")=0(p+u”). 


Esta última ecuación, al ser igual a la ecuación (2) del capítulo V ($1), se 
resuelve de la misma forma por lo que se concluirá 


o(u)=[o(DF =(1+xY. 


Una vez determinado el valor de q ( u ), si se le sustituye en la 
fórmula (15), se encontrará, para todos los valores de x comprendidos 
entre los límitesx=-1yx=+ 1 


(20) (rra ED (x=-1,x=+1)*, 


12 Como se puede observar, la prueba de Cauchy de la fórmula del binomio de Newton se 
apoya en la ecuación funcional desarrollada en el capítulo V. Ello exige la condición de 
continuidad de la función € (y ) con lo cual la fórmula de Newton adquiere también el 
carácter de ser un morfismo contínuo. Claramente la condición de continuidad de la función 
P (y ) se apoya a su vez sobre el teorema 1 del $1 el cual ya hemos comentado en la nota 2. 

Como se mencionó anteriormente en esa misma nota 2, Abel estudia en y memoria 


de 1826 el desarrallo de la serie 1 + Tr AD, elas A in A 


la cual coincide con la expresión ( 1 +x)” si sm es un número entero positivo (en cuyo caso 
se trata de un polinomio con m +1 términos). Abel plantea pues en esa memoria (y a 
sabiendas de que no puede utilizar la propiedad de continuidad utilizada por Cauchy) como 
problema principal el siguiente: “Encontrar la suma de la serie 
1 Em, z E Z a z Pe, . , para todos los valores reales o imagi- 
narios de x y de m para los cuales la serie es convergente”. Desde luego que el resultado de Abel, 
válido tanto para el caso real como para el complejo, asegura que la serie 
l+ qa AD, ARS +... es igual a ( 1+x)”" siempre que 


1-2-3 
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Cuando el valor numérico de x es superior a la unidad, la serie (5) 
no es convergente y deja por lo tanto de tener una suma, por lo que la 
ecuación (20) ya no subsiste. Bajo la misma hipótesis es imposible, como 
se probará más tarde con ayuda del cáclulo infinitesimal *, el desarrollar 
la función ( 1 +x)" en serie convergente ordenada según las potencias 
ascendentes y enteras de la variable x. 


Corolario 1. Si en la ecuación (20) se reemplaza por z, y x por 


a x, en donde UL designa a una cantidad infinitamente pequeña, se tendrá 
para todos los valores de O x que se encuentran entre los límites — 1 y 


+ 1, o lo que es lo mismo, para todos los valores de x entre los límites 


O 
a y a? 


1 1 1 x E 1 e 1 1-2 
+0 a = += 4 —— — a A -— O = 104 E 
( + Az ETS s ) 


E 
A ] 


Esta última ecuación debe subsistir no importa cuán pequeño sea el valor 
numérico de a. Si como de costumbre designamos con el simbolo lim, 
antes de la expresión que incluye a la variable az, al límite al cual converge 
esta expresión, mientras que el valor numérico de ar decrece indefinida- 
mente, se encontrará al pasar al límite 

Xx 


lim(1+ax)a=1+ + ++ 
OO RES A E 


2 3 


(21) 


(x=-0,x=+0). 


1 
Nos queda por encontrar el límite de (1+ ax je. En primer lugar 
podremos obtener de la fórmula precedente 





m y x sean reales y | x | <l, y es convergente bajo la condición de que el módulo de x 
cumpla | x | < 1 sixymson complejos. 
Como se puede ver a partir de este planteamiento, Abel, al igual que Cauchy, sólo 
considerará la suma cuando se trate de una serie convergente. 
Lección 19 del Cálculo Infinitesimal, 
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: d' ¡A 1 
a 5 pe 





o, en otras palabras, 


(22) AN 


en donde e designa a la base de los logaritmos neperianos [Cfr. 81, 
ecuación (6)]. Se concluirá de inmediato 


E 1 
lim(1+ax)=e, 
y en consecuencia 
1 1 
Lim (1 +01 )55 = lim| ( 140%) J=é. 


1 
Si ahora se pone el valor de lime ( 1 + ax Jaz en la ecuación (21), se obtiene 
la siguiente 





2 
(23) E ES (x=-0,x=+00), 


qe 

1.2 1-2-3 
Se podría llegar directamente a la ecuación (23) al observar que la serie 
ERE 
E A O 





(6) 1 , 


es convergente para todos los valores posibles de la variable x, y al buscar 
a la función de x que represente a la suma de esta serie, En efecto, sea 


p(x) la suma de la serie (6) que tiene como término general a 
n 


a: Q (5) será la suma de la serie que tiene a E 


como término general por lo que, en virtud del teorema 6, 83, el producto 
de esas dos sumas es la suma de una nueva serie cuyo término general será 


Y ¿a x rn-] 
—— Y —_ EYES 
O EN | 11-2-3..(n-1) 


E A LD 


¡O O ES 


Este producto será entonces igual a 9 ( x + y ); y en consecuencia, si se hace 
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El 
9(x)=1+7 EIA z 
1-2 1-2-3 





la función Q ( x ) verificará la ecuación p (x)p (y)=0 (x+y). 
Al resolver esta ecuación, se obtendrá . 


1 


e(x)=(e(1)f= (13 + —— + —_— + Jredecino(a)=s. 


1 
Lezo ale2eS 


Corolario 2. Si se resta la unidad a cada uno de los miembros de la 
ecuación (20) y éstos se dividen entre j1, la ecuación que se obtiene se 
podrá escribir como sigue 


ON 50m 1-3u )> 
(x=-1,x=+1); 


y si en esta última ecuación se hace a 1 converger a cero, se encontrará, 
al pasar al límite 


1+x pp 7) e 
2 - PE 
(24) lim ñ x E as 


Además, si se designa por] a la característica de los logaritmos neperíanos 


tomados en el sistema de base e, se tendrá claramente 1 +x= Pad 


o PUE, 
y se concluirá 
CA a) lr 
y en consecuencia 


(25) tin EZ 114), 


Con esto la fórmula (24) deviene 
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2 
(26) E l+e)or E (x=-1,x=+1). 
La ecuación anterior subsiste mientras que el valor numérico de x 


sea inferior a la unidad, y en ese caso la serie 


(27) É e Sl 


5 7 3? Ao al 


es convergente al igual que la serie (4) de la que difiere tan sólo en los 
"signos de los términos de grado impar. Las mismas series devienen 
divergentes en cuanto se supone al valor de x superior a la unidad; la 
ecuación (26) debe entonces subsistir, de modo que se tiene 
Dl 

2 =l=+i +... 
(28) 1(2)=1 ES 

Si se tomarax == 1, la serie (27) sería divergente y no tendría suma. 

Se puede observar también que si al escribir — x en lugar de x en la 
fórmula (26), se cambian a la vez los signos de los dos miembros, se 
obtendrá la siguiente 

1 A 
a ri =-l,x=+1). 

(29) (2) +> 3+ (x=-1, x 1) 

Problema 2. Desarrollar la función A", en donde A designa a un número 
arbitrario, en una serie convergente ordenada según las potencias ascendentes y 
enteras de la variable x . 


Solución. Designemos por la característica /, como siempre, a los 
logaritmos neperianos tomados en el sistema de base e. Se tendrá, por la 
definición de los logaritmos, 4 = e*(4) y se concluirá 


(30) Ar O: 
En consecuencia, y tomando en cuenta la ecuación (23), se tendrá 


2 2 3 
e A A AAA 
6n 1 1-2 1-2-3 


(x=-0,x=+0) 
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Esta fórmula subsiste para todos los posibles valores reales de la 
variable x. 


Problema 3. Desarrollar, cuando sea posible, a la función L(1+x) en 
serie convergente y ordenada según las potencias ascendentes y enteras dela variable 
x; en donde la característica L designa a los logaritmos tomados en el sistema 
cuya base es A. 


Solución. Designemos por l a la característica de los logaritmos 
neperianos; en virtud de las propiedades conocidas de los logaritmos se 
tendrá, 


y L(l+x)_1(14x)_, 
L(1+x)= L(A) = HA) => 


y en consecuencia, al tomar en cuenta a la ecuación (26), se encontrará 
que para todos los valores de x comprendidos entre los límites 
dla 


L(1+2)= 7) [++ 


Esta última fórmula subsiste en el caso en el que se toma x= 1.. Pero 
deja de cumplirse cuando se supone quex=-— 16 2>1%, 


mr, 


-..] (x=-1,x=+1). 





14 1, Euler da en el capítulo VII de su Introductio in Analysin Infínitorum una solución a este 
mismo problema y para ello se apoya también en la fórmula del binomio de Newton. Un 
análisis más detallado de la solución de Euler nos permite encontrar, sin embargo, algunas 
diferencias importantes. 

Euler parte de una cantidad arbitraria 4 y una cantidad infinitamente pequeña (, como 
a? debe ser mayor que Í sia>l, se tiene a” =1+w, en donde y es otra cantidad 
infinitamente pequeña. Ello permite expresar a esta última en función de la primera: 
y = k 6. De esto se concluye d” = 1+4+k0.SiL designa a la caracteristica de los logaritmos 
cuya base es a, setienco=L(1+k0). 

De la igualdad a” =1 + 4wy se obtiene 4% = (1440 Y para cualquier valor ¿; y por 
la fórmula del binomio de Newton esta última es igual a 


es ida DA) a UDALA) 
+tiko+—— Ko TE e EC E Ko 


. , Ur EZ . , 
Euler toma a un número finito z y hace ¿= <; concluye que el número í debe ser 
w 


infinitamente grande debido a que w es infinitamente pequeño. La igualdad anterior se 
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transforma en do 1+£0 Y=( 1 +A Y Por la misma fórmula de Newton, esta 
última será igual a 
dd a (2) a (2 Mid) ss 
1+4 ESO) E A PR INN) 
da O 24-37-45 j 
Como se supone que ¿ es una magnitud infinitamente grande, Euler considera que el 


valor de un cociente de la forma ASA S TN de donde el valor de la serie se torna 
(+1) +1 
í BÉ Pe £2 
astra KÑÉ y he. 
a 
Si se supone que ¿(9 = 1, entonces la expresión 
gp 3 
a=l+irl + dl 
2 2.3 2-3-4 
establece la relación entre los valores de a y de k, ! 
De la igualdad > =1L (1 +4) se tiene que ¿0 =L (14 0 Y, y puesto que “es claro 


que conforme el número ise incrementa, la potencia ( 1 + k w0 Y rebasa el valor dela unidad” 
(L, Euler, Introductio in Anabysin Infinitorum Cap. VID, se puede suponer que 


(l+k0)=(1 +x) y se tiene ro=£(1 +koY=L( 1 +x). De la relación anterior 
y 1 
(1+40Y=(1+x), Euler establece que (1+£0)=(1+x)i, de donde 


S t L O 
fo = zl (1 +x)7— 1], al desarrollar nuevamente con el término que se encuentra dentro 








del paréntesis utilizando la fórmula del binomio de Newton, obtiene 
; 1 
L(1+x)=10=7[(1+x)-1] 
, “ . . . . . . > 
2 ED DOQ-D*, i-1 2í1)(3 1-1 E Eb Y 
k ' 1-2: 1.2631 1.21-31-4í 
Al tomar nuevamente en cuenta que í es una cantidad infinitamente pequeña, Euler 


2 = a Sp de donde obtiene que 





establece que un cociente de la forma 


. A 
£(1 +x)=; rt E 

Lo cual permite reencontrar el cálculo de Cauchy, visto que la relación entre las 
cantidades a y k permite establecer que 4 = 1( 4) — el logaritmo natural de 2—. 

Es necesario aclarar que este pesado cálculo de Euler está sustentado, por una parte, 
sobre un manejo de las cantidades infinitamente pequeñas e infinitamente grandes que 
resulta inaceptable para Cauchy; por otro lado, sobre la fórmula del binomio de Newton 
— al igual que para Cauchy- pero la cual está justificada en Cauchy a partir de la 
demostración propuesta en este mismo capítulo. Euler consideraba válida la fórmula del 
binomio en su caso general a partir de una generalización formal de la misma para el caso 
de un exponente entero y finito. Este es un caso típico de los "procedimientos obtenidos 
mediante la generalización del álgebra” a los que Cauchy alude en su introducción y que 
obligan a replantear el fundamento del Análisis Algebraico, 


(Capítulo X) 


Sobre las raíces reales o imaginarias 
de las ecuaciones algebraicas cuyo primer 
término es una función racional y entera 
de una sola variable 
[Resolución numérica de algunas ecuaciones 
de esta especie mediante el algebra 
y la trigonometría]' 


$81. Se puede satisfacer cualquier ecuación cuyo primer 
término es una función racional y entera de la variable 
x para valores reales o imaginarios de esta variable 
Descomposición de polinomios en factores de primero 
o de segundo grado. Representación geométrica de los 
factores reales de segundo grado 


Consideremos una ecuación algebraica cuyo primer miembro sea 
una función racional y entera de la variable x. Si » representa el grado de 
la ecuación, ésta se podrá escribir de la siguiente forma 


2 


(1) axr+ad rad +. + an 1 + 4n=0, 


do, 41,42,... An—1, An son los coeficientes constantes, reales o imagi- 


l El texto entre paréntesis se refiere al $2 y $ 3 que no están incluidos en nuestra edición. 
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narios. Llamamos raíz de esta misma ecuación a toda expresión real o 
imaginaria que al ser sustituida en lugar de la incógnita x hace al primer 
miembro igual a cero. Supongamos primero que las constantes 
%0,41,42,... An son sólo cantidades reales; si al sustituir dos valores 
reales de x en el primer miembro de la ecuación (1) dan dos resultados 
de signo contrario, entonces, se concluirá del capítulo II ($2, teorema 4) 
que la ecuación (1) admite una o varias raíces reales comprendidas entre 
esos valores. Resultará que cualquier ecuación de grado impar tendrá al 
menos una raíz real. En efecto, si 1 es un número impar, el primer 
miembro de la ecuación (1) cambiará de signo junto con su primer 


término 401”, siempre que se le atribuya a la variable x un valor numérico 
suficientemente grande y pase de positivo a negativo (ver el teorema 8 
del Cap. 11 $1). 

Cuando » es un número par y la variable x es real, la cantidad xv” 
permanece positiva; el primer miembro de la ecuación (1) es, para valores 
numéricos muy grandes de x, constantemente del mismo signo que 4. Si 
bajo la misma hipótesis, 4, y 20 son de signo contrario, el primer miembro 
cambiará de signo cuando x pase de un valor numérico muy grande a 
uno muy pequeño dejando a la variable siempre positiva o siempre 
negativa, La ecuación (1) tendrá entonces dos raíces reales, una positiva 
y la otra negativa. 

Cuando x es un número par y 4 y 4» son del mismo signo, puede 
suceder que el primer miembro de la ecuación (1) permanezca, para todos 
los valores reales de x, del mismo signo que 4o sin anularse jamás, Esto- 
es lo que sucede, por ejemplo, para cada una de las ecuaciones binomiales 


2+1=0, +1=0, é+1=0, q 


En un: caso semejante, la ecuación (1) no tendrá más raíces reales; 
pero se satisface al tomar por x a una expresión imaginaria 


u+ov-l , 


donde x , v designan a dos cantidades reales y finitas. Esta proposición, 
, 8 y prop 

y aquellas que acabamos de establecer, están incluidas en el siguiente 

teorema. 


Teorema 1. Para cualesquiera valores reales o imaginarios de las constantes 
40,41,42,... An=1, An, la ecuación 
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(1) arrad Trad o ani + 4n=0, 


en la cual n designa a un número entero igual o mayor a la unidad, tiene siempre 
raíces reales o imaginarias. 





2 La demostración del teorema fundamental del álgebra que presenta Cauchy en este capitulo 
tiene como objetivo, además de su demostración, el de recomponer totalmente sus 
antecedentes teóricos así como los vínculos que lo relacionan con otras proposiciones. La 
relación que pueden guardar entre sí los coeficientes de una ecuación y el grado de la misma 
con la existencia y el número de raíces, es un problema que nos remite al álgebra de Cardano 
y de Viéte, Este último muestra en su De acquationum recognitione et amendatione (1615) la 
posibilidad de construir una ecuación general de tercer y de cuarto grado a partir de factores 
lineales. Por otro lado, respecto al número máximo de raíces de una ecuación y Su relación 
con el grado de la misma, el importante antecedente que para este problema son tanto el 
tratado Invention nouvelle en V'algébre de Girard como La Geometría de Descartes conducen, 
en la estructura del Análisis Algebraico, al problema de la interpolación tratado en el capítulo 
IV (Gf. nota 3 del capítulo TV) y al cual se vincula la prueba de que un polinomio de grado 
a es divisible entre cada uno de los n factores lineales formados por sus raíces. 

Detrás del enunciado que presenta aquí Cauchy para cste teorema se entrelazan varios 
problemas que en algún momento fueron tratados de manera separada y, por Otra parte, 
no aparecen elementos que en algún otro momento fueron tratados junto con el problema 
de encontrar las raíces de una ecuación. Podemos decir que de los problemas más 
importantes que se vinculan al teorema fundamental del álgebra se encuentran los siguientes: 

1. Se trata de probar la existencia de las raíces de un polinomio. 

2. Se trata de analizar la forma que pueden tomar dichas raíces. 

3, Se trata de encontrar el número de raices que pueden existir para un polinomio. 

4. Se trata de identificar a las raíces de un polinomio a partir de los factores que lo dividen. 

Podemos decir, y de ahí el orden en el que están presentados estos problemas, que para 
Cauchy el teorema 1 se refiere a los dos primeros, Todo lo que se pueda decir acerca de la 
naturaleza de las raíces de una ecuación, está subordinado a la prueba de su existencia. El 
tercer problema es analizado en el teorema 3. El cuarto punto es tratado también en el 
teorema 2 y ya fue tratado indirectamente en el teorema 2 del capitulo IV. 

Históricamente el primer problema en aparecer es el que se refiere al número de raíces 
de una ecuación. Ya hemos visto cómo es que este problema, vinculado a la tradición de 
Girard y Descartes (Cfr. nota 3 del capítulo IV), involucra también al cuarto: si es posible 
identificar a un polinomio P(x) de grado n» con un producto 
(x-x0)(x-x2)... (x— xa ) es porque el polinomio admite tantas raíces como su grado. 
Esta identificación supone no sólo el que si el polinomio P(x) es divisible entre el factor 
(x-—x1) el valor x1 es una saíz del mismo (hecho que se deriva trivialmente), sino que, 
igualmente, P ( x) será divisible entre (x — x, y siempre que x, sea una raíz, Este problema, 
converso del anterior y cuya prueba no es trivial, está para Cauchy más vinculado con el de 
la interpolación, como lo muestra su demostración en los teoremas 1 y 2 del $1 del capítulo IV. 

Y es precisamente el que no se plantee explícitamente como problema cel demostrar la 
existencia de las raices del polinomio P( x Y lo que hace posible que, en relación a la identidad 

” 
P(x)= TI (x —x5), sea necesario aclarar qué tipo de valores hacen posible esta igualdad. 


j=1 


o a e a E an 
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Demostración. Designemos por f(x) al primer miembro de la 
ecuación (1):f( x ) será una función real o imaginaria pero siempre entera 
de la variable x; y como toda expresión real y está comprendida como 
caso particular en una expresión imaginaria 4 +4 V-1 —, bastará, para 
establecer el teorema, demostrar que se puede satisfacer la ecuación 


(1) fx)=0, 
al tomar 


x=4+vuv-1 , 


y después atribuir a las nuevas variables «4 y y valores reales. Así, si se 
sustituye el valor precedente de x en la función f( x ), el resultado será 
de la forma 


p(%,v)+v-1 yx (u,0), 


p(x,v), 1 (x,v) designan a dos funciones reales y enteras de las 
variables x y v”. Dicho ésto, la ecuación (1) deviene 


9(u«,v)+vY-1 y (u,v)=0; 





Descartes asegura que es necesario, a falta de una prueba de su existencia, imaginar a las 
cantidades que hacen posible una igualdad de ese estilo. El debate sobre las cantidades 
imaginarias continua a lo largo de los siglos XVII y XVI! hasta que D'Alambest prueba 
(Investigaciones sobre el Cálculo Integral) que dichas cantidades sólo pueden ser de la forma 
x + y V—1. El mismo prueba por primera vez que si una cantidad de la forma x + y V71 es 
raíz de una ecuación, también lo será la cantidad x + y Y—1; este hecho permite asegurar 
que el número de raices de la forma x + y 1 siempre es par. Si el polinomio es de grado 
impar la única forma de conciliar este resultado con la afirmación de que el número de 
raíces debe ser igual al grado de la ecuación, es la afirmación de que una ecuación de grado 
impar tiene al menos una raíz real (resultado parcialmente probado por Cauchy en el 
teorema 8 $1 del capítulo Il, en donde como lo señalamos, no utiliza la hipótesis de la 
continuidad). Cabe aclarar, finalmente, que el problema atacado por D'Alambert y que lo 
lleva a intentar — en la obra citada— una prueba del teorema fundamental del álgebra, es 
el de la descomposición de las fracciones racionales para su integración (el problema de la 
descomposición de las fracciones racionales es remitido por Cauchy al capítulo XI). 

Todo lo anterior permite entender por qué es que en la mayor parte de las aproximaciones 
a este problema (de Descartes a Lagrange y Gauss, pasando por Euler y D'Alambert) se le 
trata como un resultado acerca de la factorización de un polinomio. 

Esta forma de caracterizar a una función de variable compleja fue dada posteriormente 
por B. Riemann en 1854, y a quien se le atribuye generalmente el mérito de haber introducido 
esta notación. Esta definición refleja esencialmente el hecho de que se asigna a un valor 
complejo u+¿v otro valor complejo de la forma p(«,v)+ xCu,0) en donde 
9 (4,0) y x(u,v) son valores reales que dependen de los valores reales u y y que 
determinaron a la variable 4 + ¿w, 


és pa e a e e A 
oo 0 E id a A A AA E a o a a 
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y, para satisfacer esta ecuación bastará verificar las dos ecuaciones reales 


e) p(x«,v)=0, 
X(4,0)=0 
o, lo que es lo mismo, la ecuación 
6) [ota v)P+[x (ue, o) 1P=0. 
Así, si se escribe, para mayor comodidad, 
(4) F(u,v)= [9,09 +[x 00,0 f, 


sólo faltará mostrar que se pueden obtener valores reales x y v adecuados 
para anular a la función 


F(u,v). 


Y esto se logrará sin dificultad a partir de las siguientes considera- 
ciones. 

Primero, para determinar el valor general de la función F(«, v ), se 
representará a cada una de las constantes reales O imaginarias 
do, d1,... An—=1, 4n, al igual que la variable imaginaria 4 + vN-1 a 
través del producto de un módulo y de una expresión reducida; y se 
escribirá en consecuencia 


ao = Po ( cos Do + Y=1 sen Bp), 
a, = pi (cos 8, + V=1 sen 9,), 


(5) AN 
4n-1=Pn=1 (cos Op 1 + V-1 sen 97 -1), 
An =Pn (cos Or + Y-1 sen Oz), 

(6) u+vu Vol =r(cost+WV-1 sent). 


Se tendrá en consecuencia 
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furvVat >) 
=Por” [cos(nt+800)+V-1 sen (21+05)] 
(2) +pir7'[cos(1n-11+0,)+ 4-1 sen (1=1+0,)]+... 
+ Pa-1r[cos(1+02-1)+ V-1 sen (1+05-1)] 
+ Pn( cos Ox +V-1 sen 91) 


y se concluirá 


p(«,v)=por"cos(nt+00)+p, *cos(n-11+0,)+... 
(8) ... FPan-1rcos(t+05-1)+pnrc050z, 
x(u,v)=por sen(nt+0.)+pir"" sen(n-1:1t+01)+... 


Pa ¡rsenl[t+0,-1)+Pn senOz, 


F(u,v)=[po7 cos(nt+00)+pi7 cos(1-11+0,)+... 
o. FPn-1rcos(£+8,-1)+parcos Ox | 


+[por"sen(rt+00)+pir"" sen(r-11+8,)+... 
(9 


id + Pn-¡rsen(£+05-1)+parsen O, | 


29134 2 oPy cos ste 


2 
Y 


.a 1+2 pop: cos (21+ 0-0, je 


De esta última fórmula se deduce que la función F(«,v), que 
siempre es positiva, es el producto de dos factores, de los cuales uno de 
ellos, a saber, 

r=(di BY, 
crecerá indefinidamente si se les atribuyen a las variables x, v, o tan sólo 
a una de ellas, valores numéricos cada vez más grandes, mientras que el 
otro factor convergerá bajo la misma hipótesis hacia el límite pó, es decir, 


q A A O E EN 
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hacia un límite finito y diferente de cero. Se concluirá que la función 
F( u,v >) sólo puede permanecer finita en la medida en que las dos 
cantidades x , 1 reciban valores finitos, y crecerá indefinidaménte a partir 
de que una de esas dos cantidades crezca indefinidamente. Además, como 
la ecuación (4) da para la función F(w, vw) una función entera y en 
consecuencia una función continua de las variables « y v, es claro que 
F(u,v), al variar junto con éstas en grados insensibles, y al no poder 
pasar a un valor menor que cero, alcanzará una o varias veces un cierto 
límite inferior al que no podrá rebasar jamás. Representemos con Á a 
este límite, y por xo, vo a uno de los sistemas de valores fiinitos de u y de 
y para los cuales F( u, v ) se reduce a A 1. De este modo se tendrá de 
manera idéntica 


% Al menos desde D'Alambert, y de manera clara en Gauss y en Lagrange, las demostraciones 
del teorema fundamental del álgebra siempre hacen uso de un argumento sobre la 
continuidad. Este tipo de argumento es igual mente central, como todo lo que está relacionado 
con el Análisis Algebraico, en esta prueba de Cauchy. Con ello vemos claramente cómo es que el 
álgebra Junto con su teorema fundamental) requiere de una propiedad caracterizable sólo a través 
del análisis, dando un giro completo al proyecto que a partir de la segunda mitad del siglo XVII, y 
bajo el impulso de Euler y Lagrange, trató de subordinar el análisis al álgebra. 

Al inicio de su Tratado sobre la Resolución de las Ecuaciones Numéricas de todos los grados, 
Lagrange había enunciado dos teoremas, los cuales “se encuentran en la base de toda la 
teoría de ecuaciones” y para los cuales el recurso a la continuidad es inevitable: 


Teorema 1. Si se tiene una ecuación cualquiera y si se conocen dos números tales que al ser 
sustituidos sucesivamente en lugar de la incógnita de la ecuación, ellos dan resultados de signos 
contrarios, la ecuación tendrá necesariamente al menos una raíz real cuyo valor estará entre esos dos 
nNÁÚMETOS. 


Teorema 2. Si en una ecuación cualquiera que tiene una o varias raíces reales y diferentes se 
sustituyen sucesivamente, en lugar de la incógnita, dos números de los cuales uno es mayor y el otro 
menor que una de sus raíces, y cuya diferencia entre sí es menor que la diferencia que bay entre esta 
raíz y las otras raíces reales de la ecuación, esas dos sustituciones darán necesariamente resulsados de 
signos contrarios. 


Es fácil reconocer en estos teoremas “básicos para el álgebra” una versión preliminar del 
teorema del valor intermedio demostrado por Bolzano y Cauchy. Lo interesante es que, 
para la prueba del primero de ellos, Lagrange razona del siguiente modo: Si se supone que 
es posible escribir la ecuación como el producto de factores de la forma ( x — 1; ), en donde 
a; es una raiz real o imaginaria (Cf. nota 2), entonces, si al sustituir dos valores, p y q, en 

» 


lugar de x en el producto M (x—a; ) se obtienen resultados de signos contrarios, se puede 
i=1 

afirmar que al menos uno de esos factores ( x— QU; ), cambia de signo; con lo cual se puede 

concluir que ar; está entre p y q (y es real). Pero el propio Lagrange reconoce que hay un 
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10) F(a,v)=4. 


La diferencia F( u4,v)-F( 40, ) no será nunca menor de cero. 
En consecuencia, si se hace 


(11) u=4w4+0b, u=uw+ak, 


en donde a designa a una cantidad infinitamente pequeña y 4,4 dos 
cantidades finitas, la expresión 


F(w+ah,vw+ak)-F(%,w) 


argumento circular en esta demostración: si en el producto Jl (x- Qs) alguna raíz es de la 
fa1 

forma a + bY—1, y por ende un factor es de la forma (+ — a - bY=1), entonces necesaria- 

mente hay otro factor de la forma (xa - bY=1 ); el producto de estos dos factores es 

siempre positivo (dada la naturaleza de las raices imaginarias, afirma Lagrange), por lo cual se 

asegura que sí hay un cambio en el signo, éste se debe a un factor( x — 1; ) con a; real, 

Es este argumento circular el que lleva a Lagrange a introducir su célebre metáfora 
mecánica (¡en un intento de demostrar el teorema “por la naturaleza misma de la ecuación, 
independientemente de cualquier propiedad”!): si P y Q son las partes positiva y negativa 
de la ecuación, ésta se representa de la forma P- Q = 0. Con la sustitución de uno de los 
valores, digamos p, se tiene P- Q<0, con el otro, P- Q > 0. Al hacer variar la incógnita 
x “en grados insensibles” se tiene que la cantidad representada por P pasa de ser menor que 
Q (cuando x= p ) a ser mayor (cuando x= q). “Existirá pues necesariamente entre p y g un 
término en el cual Pes igual a O, como dos móviles que recorren la misma línea en el mismo 
sentido, y que al partir uno primero y otro después, resulta que llegan al mismo sitio pero 
de modo que el que partió después llega primero. Esos dos móviles deben necesariamente 
encontrarse en su camino”. 

Es este círculo vicioso, entre la imagen geométrica y el modelo mecánico el que motiva 
la demostración puramente analítica de esta propiedad, como heredada de la continuidad, por 
parte de Bolzano y Cauchy. Pero en el teorema que demuestra ahora Cauchy, no se afirma 
que necesariamente la raíz sea real, de modo que la propiedad de continuidad no entra en 
juego para justificar un argumento sobre un valor intermedio. La función 
F(u,v)=[p(«,v)P+[ x (sw, v))] es continua y sus valores son realeses y siempre 
mayores o iguales a cero. Si pensamos que U =4 x;x=F(u,v ) , entonces si 4 es el imfimo 
de U (visto que U está acotado inferiormente), Cauchy asegura, a partir de la propiedad de 
continuidad de la función F, que existe una pareja de valores reales ( o, do ) tales que 
F( u9, % )=4. Claramente para garantizar que el ínfimo es alcanzado se requiere que la 
función F cumpla que lim F(u,v)=00 six o y —>00. Esta misma propiedad de que la 
función F no esté acotada es también esencial en el argumento de Liouville ( a partir del 
cual, por cierto, se deduce en cualquier curso de análisis complejo el teorema fundamental 
del álgebra). 

Podemos finalmente señalar que el resultado probado aquí por Cauchy, aun cuando 
utiliza el argumento analítico de la continuidad (argumento que, por cierto, sólo podrá 
dejarse de lado hasta que Artin y Schreier elaboran la teoría de los campos reales cerrados 
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no será nunca negativa”. Si se parte de este principio es fácil determinar 
el valor de la constante 4 tal y como lo haremos ver. 

Si en la expresión imaginaria f( « + vWV-1 ) se sustituyen por « y 
v sus valores dados por la fórmula (11), esta expresión, al devenir una 
función imaginaria y entera del producto 


a(h+kv-1) 


podrá ser desarrollada según las potencias enteras y ascendentes de este 
mismo producto. Al designar por 


R( cos T+ W-1 sen 7), 
Ri( cos T,+V-1 sen T,), 


LO. e... p. o a. o... e.o na 


Ra ( cos Ta, + V-1- sen Tn), 


a los coeficientes imaginarios de estas potencias, de entre las cuales 
algunas pueden reducirse a cero, y al hacer para mayor comodidad 


en 1924-26), no se limita a polinomios con coeficientes reales sino que incluye la posibilidad 
de que éstos sean complejos. 
Al tomar los valores 
u=4u+0bh 
v= +0 

con a infinitamente pequeña, Cauchy intenta mostrar que la cantidad imaginaria 
u+uN—l se puede considerar como muy cercana a ko + vo V-1. Claramente la idea de 
cercanía, o de variación muy pequeña de la variable imaginaria x = u + y Y—1, requiere ser 
definida únicamente a través de las variaciones de las dos magnitudes variables reales x y v. 
No hay, como se ve claramente, una expresión de la distancia entre uo +vwY=1 y 
u+uVY-1 a través del teorema de Pitágoras. Ello muestra claramente también que las 
cantidades imaginarias no son identificadas con los puntos de un plano y por ende, como se 
ve aquí, sólo se presumirá la continuidad de la función F( «, v ) (función de dos variables 
reales con valores reales) y no la continuidad de la función f(x + vw v=1) (función 
imaginaria de variable imaginaria). Cauchy aclara al inicio del capítulo VI del Análisis 
Algebraico, en el que introduce a las cantidades imaginarias, que se trata simplemente de 
cantidades simbólicas carentes de todo sentido y que son útiles tan sólo para los efectos de 
algún tipo de cálculo (lo cual, por cierto, da cuenta de la emergencia misma de las cantidades 
imaginarias a partir del problema de la resolución de algunas ecuaciones de segundo grado). 
A diferencia de Cauchy, Gauss sostiene desde 1811, y con mayor claridad en su texto sobre 
los Residuos bicuadráticos, la identificación de las cantidades imaginarias con los puntos de 
un plano. Esta representación seguirá viva en Riemann y ella marcará una de las principales 
diferencias entre el análisis complejo en la tradición de Cauchy, y el análisis complejo en la 
tradición de Riemann (lo que no impide la legitimad de ciertos términos canónicos del análisis 
complejo, como el de las ecuaciones de Cauchy Riemann). 
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(12) b+EVX-1 =p(cos0+vV-1 sen 0), 
se obtendrá la ecuación 
flo +vv=1 +0a(h+rvV=1 )] 
=R(cos T+WV=1 sen T) 
+aRip[cos(T,+0)+vY=1 sen (7,+8)]+... 
o Fa Rap” [cos(Tp+n0)+V=1 sen(T,+20)), 


(13 


en la cual los términos del segundo miembro, y en consecuencia los 
módulos 
R, Ri ro...» Ra 


no se pueden anular todos de manera simultánea. Como se tendrá 
también 

f[mw+rab+(w+aky1] 
14 
(14) =p(w+ab,w+ak)+ vol x(mw+ah,m+rak), 


se concluirá de la ecuación (13) 


píms+ab,v+ak) 
(15) =RcosT+aRipcos(T,+0)+... +0 ”Rp"cos(Tn+nm0), 


Y[*w+0b,v+adk) 
=Rsen T+aRipsen(T7,+0)+... +0 ”Ryp"sen(Tn+n0), 
y en consecuencia 
F(u4+404h,v+0%k) 
(16) =[RcosT+a Ripcos(T,+8)+... +0” Rap” cos( Ta + 20 ) 
+[Rsen T+aRipsn(T,+0)+... +0” Rap” sen (Ta+10)F. 
Si en esta última fórmula se hace QU. = 0, se tendrá 
F(mw,w)=R?. 


1 . > 
Así R?=A,R=Ali. Si ahora se desarrolla el segundo miembro de 
la ecuación (16) según las potencias descendentes de R, y si se sustituye 
R por Az, esta ecuación deviene 


Curso de análisis 201 


F(u+ab,v+ak) 

-A+24%ap [Ricos (Ti T+0) rat 007 p" Ra cos (Ta T+n0)] 
17 
al R¡cos (7,+0)+... +a*7 19" Ry cos (Ta +10 )Y 


+ [Risen( Ti+0)+... sario" Resen (Tr+10)1% 


y si se hace pasar en el primer miembro la cantidad A =F( uo, vo ), se 
encontrará definitivamente 


F(w+ab,v+ak)-F(u0,vo) 
-2 Aa p[Ricos(Ti-T+0)+... +07 p"7*Racos(T,-T+m0)] 
(18) +0?p"([ Ricos (T1+0)+... +07! 9" 1R, cos (T, +20 )Y 


+ [Risen(T,+0)+... +0 "=p" Rosen (Ta+n0)1). 
Una vez establecido ésto, dado que la diferencia 
F(w+0ah,vw+0ak)-F(%,v) 


no debe ser nunca menor que cero, será necesario que para valores 
numéricos muy pequeños de a, el segundo miembro de la ecuación 
precedente, y en consecuencia el primer término de este segundo miembro 
— es decir el término que incluye a la potencia más pequeña deal — no 
pueda ser negativo. Así, al designar por Rm a la primera de las cantidades 


Ri, Ro, ... Kn 


que obtiene un valor diferente de cero, se encontrará, para el término 
correspondiente, 


240” p” Re cos (Tm — T+m0), 


si Á no es cero, y SÍ 

a” p*” Ría 
bajo la hipótesis contraria. Además, como el valor del ángulo es comple- 
tamente arbitrario, se puede disponer de él para dar al factor 


cos (To -T+m80), 


y en consecuencia al producto 
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2407 p" Ra, cos (Tim —T+m0), 


el signo que se quiera, Es claro que la segunda hipótesis es la única 
admisible. Se tendrá entonces necesariamente 


(19) A=0, 
lo que reducirá la ecuación (10) a 
(20) F(mw,vw)=0. 


Resulta que la función F(«, vw) se anulará si se atribuye a las 
variables  , v los valores reales xo , Vo ; y €n consecuencia, que se verificará 
la ecuación 


(1) fx)=0 


al tomar 
X= Hg + DL, 


En otras palabras, %o + vo V-1 será una raíz de la ecuación 
(1) ax tad +... +an-1x+a9=0. 


La demostración precedente del teorema 1, aunque diferente en 
varios puntos de aquella dada por M. Legendre (Teoría de números, parte 
Í, 8 XIV) se basa en los mismos principios. 


Corolario. El polinomio 
Hx)saxk tad +... + ag-1x+ 4, 
que, como acabamos de señalar, se anulará para 
x= Ho + Do Y=1, 
será algebraicamente divisible entre el factor 
dá Xx — ty — Do v-1 , 


en virtud del teorema 1 [Cap. VIII, $ 4], El cociente, al no poder ser más 





É Se trata del teorema que asegura que si una función imaginaria y entera de la variable x 
se anula para un valor particular de esta variable, por ejemplo para x= 0 + Po Y-1, esta 
función será divisible algebraicamente entre x—-uao-Pov—1, La demostración de este 
teorema ya fue comentada en la nota 3 del capítulo IV, 


A A o o EI SE 
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que un polinomio de grado 1 — 1 respecto a x, será también necesaria- 
mente divisible entre un nuevo factor de la misma forma que el anterior; 
es decir, de primer grado respecto a x. Designemos por 


== N=1 


a este nuevo factor. El polinomio f( x) será equivalente al producto de 
los dos factores 


x= Ho — Wo V=l A Nel 


por un tercer polinomio de grado 1-2. Se probará que este tercer 
polinomio es divisible entre un tercer factor semejante a los otros dos. 
Al continuar operando de la misma manera, se obtendrán » factores 
lineales del polinomio f(x). Sean respectivamente 


Po El ds == mal , a Ona NEL 


estos factores. Al dividir el polinomio f( x) entre el producto de éstos, 
se obtendrá como cociente un valor constante igual al coeficiente ao de 
la potencia más grande de x en f(x). Se tendrá en consecuencia 


Sn fr) =w(x=m-wi-1) (x-m-w dl) 
co (1 tig 0-1 V-1) a 


Esta última ecuación incluye un teorema que se puede enunciar del 
siguiente modo. 


Teorema 2, Para cualesquiera valores reales o imaginarios de las constantes 
do, A1,... ,An—1, An, el polinomio 


adrad e ani + an= f(x) 
será equivalente al producto de la constante ay por n factores lineales de la forma 


x-a-pW1 (ee 





7 Como lo aclaramos en la nota 2, las demostraciones previas del teorema fundamental del 
álgebra tenían que ves con la posibilidad de descomponer un polinomio en factores lineales. 
Aun cuando Cauchy ha probado ya la existencia de las raices (teorema 1) y también que si 
a es una raíz entonces ( x— al ) es un divisor del polinomio (en el capitulo IV), Cauchy no 
ha mostrado aún el número de raíces que puede tener un polinomio. Este resultado, 
enunciado explícitamente en el tercer teorema, se apoya en este teorema 2; el número de 
factores lineales en los que se puede descomponer un polinomio es igual a su grado. 
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Descomponer el polinomio f( x ) en sus factores lineales es determinar 
estos factores. Hay sólo una única forma de efectuar esta descomposición. 
Para demostrar esto, supongamos que dos métodos diferentes hayan dado 
las dos ecuaciones 


fx)=w(x-mw-wv-1) (x-4-0 V-1) 
co (AH 09=1 W>1), 

Hx)=a(x-00-BovV=1) (x-ar—BrW-1) 
clan Brr aL). 


(22) 


Se concluirá 
(x-a0-BoV-1) (x-01 =P V=1) 
o (x—Op-1Br=1V-1) 
=(x—-u9-=w Y-1) (x-4-0wv-1) 
o (x= g-1 041 V=1 ). 


(23) 


Como el segundo miembro de la fórmula precedente se anula cuando 
se le da a la variable x el valor particular wo + do Y—1 , será necesario que, 
para este valor de x, el primer miembro, y en consecuencia uno de sus 
factores, sea cero [véase Cap. VII, $ 2, teorema 7, corolario 2]%. Sea 


x— Qt — Bo Y-1 
el factor del que se trata. Se tendrá de manera idéntica 
0 +BoV-1= a+ 9 v=1 
y por consiguiente 
x= 0% - Bo Y-1 = x= vW9V-1. 
Dado ésto, la fórmula (23) podrá reemplazarse por la siguiente 

(x-01=Brv-1) ...(x-0m-1-Ba-1V51) 
=(x-4M-0w V-1) co [A 1 091 W=1 ). 





% Este corolario asegura que el producto de dos o más expresiones imaginarias se anula si 
y sólo si una de ellas — o más— es igual a cero. 
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Como el segundo miembro de ésta se anula cuando se supone 
xX=41+01] J=1 A 
uno de los factores del primer miembro, por ejemplo, 
x= 01 57 y-1 , 


deberá anularse bajo la misma hipótesis; lo que implica dos nuevas 
ecuaciones idénticas de la forma 


ar + Br WV-1= mola, 
x- 01 =P V-1 = ea hiv=l A 


Si se repite varias veces el mismo razonamiento, se probará que los 
diferentes factores lineales que componen al segundo miembro de las 
ecuaciones (22) son los mismos en las dos ecuaciones. Es necesario añadir 
que cada factor imaginario de la forma 


x-a-BW-1 ; 


se transforma en un factor real x — aL, siempre que la cantidad $ sea cero. 

El primer miembro de la ecuación (1), al ser, según acabamos de 
decir, susceptible sólo de una única descomposición en factores lineales, 
sólo puede anularse con uno de los factores. Si se les iguala sucesivamente 
a cero, se obtienen todos los valores posibles de x que verifican la ecuación 
(1); es decir, todas las raíces de esta ecuación. El número de estas raíces, 
como el de los factores lineales, será igual a 1. Además, a cada factor real 
de la forma x— a le corresponderá una raíz real Q., y a cada factor 
imaginario de la forma 


x-a-p Y, 
una raíz imaginaria 
a+pv-1, 
Estas observaciones bastan para establecer la siguiente proposición. 


Teorema 3. Cualesquiera que sean los valores reales o los valores imagt- 
narios de las constantes do, 41,... An—1, An, la ecuación 


(1) arrad o ani ran=0 


pa pa + — Sa A PX e 
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tiene siempre n raíces reales o imaginarias y no podrá tener un número 
mayor”, 

Puede suceder que varias de las raíces de la ecuación (1) sean iguales 
entre sí; en ese caso, el número de los valores distintos entre sí susceptibles 
de verificar esta ecuación es necesariamente menor que z. Así por ejemplo, 
la ecuación de segundo grado 


e—2ax+da=0 


que tiene dos raíces iguales, sólo se podrá satisfacer para un único valor 
de x, a saber 


x=4A. 


Cuando las constantes %0,41,... 4g-1,4n, son todas reales, la 
expresión imaginaria 


a +$ Y-1 
no puede ser una raíz de la ecuación (1) sin que su conjugado 


a - PB v-1 


sea otra raíz de la misma ecuación. En consecuencia, bajo esta hipótesis, 
los factores imaginarios y lineales del polinomio que forma el primer 
miembro de la ecuación (1) son conjugados dos a dos y de la forma 


x-a-pvi, x-a+ pil. 


El producto de dos factores semejantes es un polinomio real de 
segundo grado, a saber, 


(ay +p?, 


y de este hecho y de la observación que acabamos de hacer se deduce el 
siguiente teorema, 


Teorema 4. Cuando las cantidades do, 4y,... dn— 1, An designan cons- 
tantes reales, el polinomio 





? Ultimo elemento para conformar el enunciado completo del teorema fundamental del 
álgebra, vemos cómo es que el punto central lo constituye la prueba de Cauchy de que la 
descomposición de un polinomio es única, de donde el número de factores será único e igual 
al grado del polinomio. 
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(24) altad +. di 1 +4n 
se puede descomponer en factores reales de primer o de segundo grado”, 


Anteriormente hemos presentado a las raíces imaginarias de la 
ecuación (1) bajo la forma 


atpit. 


Así para el polinomio (24) un factor real de segundo grado que 
corresponde a dos raíces imaginarias conjugadas 


a+pWt, a-pyWi, 
es de la forma 
(x-a Y +p?. 
Si se hace, para mayor comodidad 
0tpdl = p(cos0 +V-1 sen 0) 


(p designa a una cantidad positiva y O a un ángulo comprendido entre 
los límites O y 10), el mismo factor real de segundo orden devendrá 


10 En los tres teoremas anteriores de este capítulo Cauchy ha considerado siempre a un 
polinomio con coeficientes reales o complejos. Esto le permitió encontrar una versión 
mucho más general del teorema (se aceptan coeficientes complejos) y también una propiedad 
del conjunto de números complejos (que es “algebraicamente cerrado”). Todo ello, claro 
esta, se apoya sobre el resultado acerca de la naturaleza de las cantidades imaginarias dado 
por D'Alambert (Gfr. nota 2). En este teorema 4 Cauchy reencuentra, al restringirse a 
polinomios con coeficientes reales, a la versión original de este teorema: se trata de un 
teorema acerca de la descomposición de un polinomio con coeficientes reales, En la 
argumentación que precede al enunciado del teorema, y que funciona como demostración, 
encontramos el mismo resultado ya conocido por Lagrange y que éste utiliza para probar 
su primer teorema (Cfr. nota 4). Como podemos ver ahora, el fundamento de todos estos 
teoremas, la propiedad de continuidad, ya fue presentado en el capítulo 2 (junto con la 
propiedad del valor intermedio) y no se podrá deducir como una propiedad que caracterice 
tan sólo a los polinomios sino, en general, a las funciones continuas. Como lo dijimos 
anteriormente, este resultado ya había sido encontrado parcialmente, Laplace demuestra en 
sus lecciones de matemáticas, en la Escuela Normal del año II, que los polinomios de grado 
par se podrian descomponer en factores de segundo grado con coeficientes reales. En el 
fondo de esta argumentación, se encuentra el hecho de que los polinomios de segundo 
grado presentan ya a las cantidades imaginarias (y D'Alambert probaría que no hay más). 
En un polinomio de grado par se tendrán pues un número par de raíces imaginarias — que 
aparecerán a propósito de los factores de segundo grado— y algunas raíces reales. En todo 
polinomio de grado impar habrá raíces reales. 
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(x-pcos0 Y +(psend =x4-2pxcos 0 + p?, 


Es fácil construir geométricamente esta última expresión en el caso 
en el que se atribuya un valor real a la variable x. En efecto, si se traza un 
triángulo en el que un ángulo sea igual a O y los dos lados adyacentes 
esten representados por el valor numérico x y por el módulo p respecti- 
vamente, el cuadrado del tercer lado será (según un teorema conocido de 
trigonometría) el valor del trinomio 


Á—-2pxcos0+p?, 


siempre que la variable x sea positiva. Si la variable x deviene negativa, 
bastará reemplazar en la construcción idéntica al ángulo O por su 
suplemento. 

El tercer lado del triángulo del que se trata no puede desvanecerse 
salvo en el caso en el que los dos primeros lados sean colineales y sus 
extremos coincidan. Este caso exige que: primero que el ángulo 8 sea 0 
ó Tr; segundo que el valor númerico de x sea igual a p . En consecuencia 
el factor 

Y —-2pxcos8 + p* 


no podrá anularse para valores reales de x a menos que se suponga 
cosB=1 o cosB=-1; 


y el único valor de x capaz de anular a este factor será, bajo la primera 
hipótesis, 
x=p, 


en la segunda 
x=-p. 


Se llegará directamente a lo mismo si se observa que la ecuación 
x-2pxcos0+p*=0 
tiene dos raíces 
Pp (cos 0 + vV-1 sen09),  p(cos8-v-1 sen0 ), 


que no pueden dejar de ser imaginarias sin ser iguales, y que los únicos 
valores de para los cuales ésto es válido son aquellos que verifican la 
fórmula 
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senód=0, 
a partir de la cual se obtiene 
cosB=t1 
y en consecuencia 
x=ip 


para el valor común de ambas raíces. 

Hasta ahora nos hemos limitado a determinar el número de raíces 
de la ecuación (1) así como la forma de esas mismas raíces y la de los 
factores que les corresponden. En los siguientes párrafos vamos a revisar 
algunos casos particulares en los cuales hemos logrado resolver ecuacio- 
nes similares, sin necesidad de convertir sus coeficientes a números, así 
como expresar las raices en funciones algebraicas o trigonométricas de 
estos coeficientes. Observaremos aquí que, para toda ecuación algebraica 
cuyo primer miembro es una función racional y entera de la variable x, 
se puede reducir —mediante una división— a la unidad el coeficiente de 
la más alta potencia de x. Igualmente será posible reducir a cero el 
coeficiente de la potencia inmediatamente inferior mediante un cambio 
de variable. En efecto, si en la ecuación 


adrad +... an-1x+4n=0 


de no es igual a 1, bastará con dividir a la ecuación entre 4o para reducir 
al coeficiente de x” a la unidad. También, si en una ecuación de la forma 


Aral +... an ix + 4n=0 
41 no es cero, bastará poner 
x=2—y 


para obtener una transformada en z de grado x que no tiene segundo 


, , . . =1 
término; es decir, una transformada en la cual el coeficiente de z”” * se 
anula. 


vil 
(Capítulo XI) 


Descomposición de fracciones racionales 


$1. Descomposición de una fracción racional en otras 
dos fracciones de la misma especie 


Tomemos por f(x) y F( x) dos funciones enteras de la variable x. 
f(x) 
F(x) 
será comunmente llamada una fracción racional”. Si m designa el grado 
del denominador F( x), la ecuación 
(1) F(x)=0 
admite sm raíces reales o imaginarias, iguales o distintas. Si se les supone 
todas distintas y se les representa por 
0) Al) Aly »--» ) Am—1> 
los factores lineales del polinomio F( x) serán respectivamente 


XX) XI X1) AX Mas «e. XT AmM—1>» 


: Después de la prueba del teorema fundamental del álgebra Cauchy regresa al terreno 
propio del Análisis (el cual, como ya lo hemos señalado en repetidas ocasiones, constituye 
el telón de fondo para la propia demostración del teorema fundamental del álgebra). Un 
antecedente muy importante para el problema de la descomposición de fracciones racionales 
se encuentra en el Irztroductio in Anabysin Infinitorum de Euler. Ahí se trata del problema más 
general de la transformación de funciones: si se parte de una fiorción fraccionaria, el problema 
de su descomposición es el de su transformación en una expresión —analítica- más simple. 
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Dicho esto, hagamos 


(2) F(x)=(x-x0)9(x), 
y 

Lx) - 
(3) pS A 


Como q (%) es distinto de cero, la constante 4 será finita y la 
diferencia 


Lx) _ y LxdAgtz) 
p(x) p(x) 


se anulará para x= xo. Lo mismo sucederá con el polinomio 


HKx)-A0(x), 


y este polinomio será divisible algebraicamente entre x — 19 ; de este modo 
se tendrá 


Fx)-AQ(x)=(x—-xm)x(x), 
Ha) =A(x)+(x—-xw)1(x), 


donde x ( x ) designa a una nueva función entera de la variable x. Si se 
dividen entre F( x) los dos miembros de esta última ecuación, al tomar 
en cuenta la fórmula (2), se concluirá 


(5) Mx)__4 1%) 
F(x) x=x%xw q(x) 


(4) 


Así, si el polinomio F( x ) se divide en dos factores de los cuales uno 


: , : E 
es lineal, se podrá descomponer la fracción racional En en otras dos 
ba 
que tengan como denominadores respectivos a los dos factores de los que 
se trata, y en donde la más simple tenga un numerador constante?, 


? La resolución de este primer caso nos muestra ya el lugar que ocupa la descomposición 
de las fracciones racionales dentro del cuerpo general del Análisis Algebraico, Para este primer 
caso, y salvo unas reglas de operación del álgebra elemental, el único resultado que se requiere 
es el de la factorización de un polinomio (en factores de primer grado); resultado conocido 
y empleado por Euler en la descomposición de las funciones fraccionarias (Gfr. nota 1), 
pero que para Cauchy no podrá emplearse sino una vez que se ha resuelto el problema que 


Curso de análisis 213 


Pensemos ahora que se divide la función F(x) en dos factores, y 
que el primero de ellos, en lugar de ser lineal, corresponde a varias raíces 
de la ecuación F ( x ) = 0. Tomemos por ejemplo como primer factor al 
factor de segundo grado 


(x-m)(x-x2), 
y pongamos así 


(6) F(x)=(x-m) Mx-x)0 (x). 


De Xx , : 
La fracción Es conservará un valor finito, no solamente para 
p(x 


x=%0, sino también para x= x,; y si se designa por « a un polinomio de 


f(x) , Se encon- 
p(x) 


primer grado que, para estos dos Casos, coincide con 
trará (Cap. IV, 81), 
(7) y [0d AA LG) 17% 


ol(m)Ja-a l(a)a-. 


Al estar determinado el polinomio x tal y como acabamos de decir, 


la ecuación 
ANS 
p(x) 


fx)-uq(x)=0 


contará entre sus raíces xo y x1 ; y en consecuencia el polinomio 


f(x)-up (x) 
será divisible por el producto 
(x-m)(x-x). 





le subyace y que constituye en cierta medida su fundamento: el de la existencia de las raices 
del polinomio. La descomposición de la fracción racional E es posible porque se sabe 
x 


que F(x) acepta una factorización y ésto, a su vez, se sabe porque F( x) admite » raíces 
si es que x es su grado. 
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Se tendrá entonces 
(8) Hx)=up(x)=(x-x%)(x-0)2(x), 
Hx)=up(x)+(x-m) Mr) (x), 


% (x) designará una nueva función entera de la variable x. Si se divide 
la última ecuación entre F(x), tomando en cuenta la fórmula (6), se 
concluirá 





fa) A O 


E Fx) (00 (220) 9(x) * 
Se podrá demostrar igualmente que basta hacer 

(10) F(x)=(x-0)(2-0)(x-0)p(x) 

Y 


fx ) (xx xx) 
u= 


P(m) (2-2) )Mm-x) 


(11) me ESO, (x= )(1-x) 


92) (-w)Mx-x2) 
y HG) (xx )(x-") 
9(2)(2-)(2-x%) 

para obtener una ecuación de la forma 


(12) PM A A x(x) 


F(x) (a) ra) pla)” 





3 Como se señaló en la nota anterior, Cauchy parece recurrir únicamente a ciertas 
operaciones elementales del álgebra Como se ve a propósito de este segundo caso, se recurre 
ahora a la fórmula para determinar a una función lincal a partir de dos valores fijos mediante 
una fórmula de interpolación. En nuestros comentarios del capítulo IV señalamos que los 
métodos de interpolación se encuentran originalmente vinculados al problema de la 
factorización de un polinomio y al de encontrar sus raíces. Para Cauchy los métodos de 
interpolación son independientes de la prucba de la existencia de las raíces del polinomio 
y no se apoyan en ella, ya que sólo se refieren al número mínimo de valores que determinan 
de manera única a una función entera (o bien, geométricamente, al número mínimo de 
puntos que determinan a una curva). 

En el contexto del problema resuelto por Cauchy para esta fracción racional, nuevamente 
queda claro que la condición de posibilidad está dada porque se sabe de la existencia de las 
raices del polinomio F(x). 
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Así en general cuando la ecuación F(x) =0 no tiene raíces iguales, 
si se divide el polinomio F( x ) en dos factores de los cuales el primero 


LW. 
F(x) 
podrá descomponer en dos fracciones de la misma especie y que tendrán 
como denominadores respectivos a los dos factores arriba mencionados, 
y en donde la primera tendrá un numerador de un grado menor que su 
denominador. 

Pasamos al caso en el que se supone que la ecuación F ( x ) = 0 tiene 
raices iguales. Sean, bajo esta hipótesis, 


sea el producto de varios factores lineales, la fracción racional 


AD 


las diversas raíces de esta ecuación y designemos con mí al número de 
raíces iguales a a; por mm” al número de raíces iguales a b; porm'" al 
número de raíces iguales a c etc. La función F(x) será equivalente al 


producto > e 
(aa Y AO 


o a este mismo producto multiplicado por un coeficiente constante, y se 
tendrá 
msm"+m"+...=m. 


Dicho esto, hagamos 


(13) F(x)=(2-4)"9(x) 

y 

(14) LEE 
p(4) 


p (a) es distinto de cero por lo que la constante Á será finita y la 
diferencia 


L£(x) _ 
p(x) a 


se anulará para x= 2. Se concluirá que el polinomio 


fx)-Ap(x) 
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es divisible entre x— a, y se tendrá entonces 


(15) Ha) = A (1) +(x-4)x(x), 


% (x) designa una nueva función entera de la variable x, En fin, si se 
dividen entre F(x) los dos miembros de la ecuación (15), tomando en 
cuenta la ecuación (13) se encontrará 


(16) ACTA A 1 ES AA 

F(%) (2-aY" (xa olx) 

Se demostrará, razonando de la misma manera, que basta con hacer 
se F(x)=(x-4Y" (xp p(x) 
y 
(18) E Ha) x-b,f(b) xa 
p(a) a-b q(b) b-a 

para obtener una ecuación de la forma 


(19, 42) - de A E EAS 


ECO (xa Ya aa TG TO 





82. Descomposición de una fracción racional, 
cuyo denominador es el producto de varios factores 
lineales distintos, en fracciones simples que tengan 

como denominadores respectivos a esos mismos 
factores lineales y numeradores constantes 


Sea 


Fx) 
F(x) 


* Como ha quedado claro en el contexto general de la descomposición de fracciones 
racionales, lo único que resulta relevante para las soluciones propuestas por Cauchy es la 
existencia y el grado de las raíces del polinomio denominador F(x). Ni el grado ni las 
raíces del numerador parecen influir en las descomposiciones encontradas. 
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la fracción racional que se considera; sea m el grado de la función 
F(x), y sean 


as Xy Xy + m1 
las raíces de la ecuación 
(1) F(x)=0 


que se suponen diferentes. Se tendrá, al designar por k un coeficiente 
constante, 


(2) F(x)=k(x-0m)(x-x)...(x-x%m-1); 


y, en virtud de los principios establecidos en el parágrafo anterior, la 
£(x) 
F(x) 
primera será de la forma 


fracción racjonal podrá descomponerse en otras dos, en donde la 


Ao 
(xx) 
Ao representa a una constante, mientras que la segunda tendrá como 
denominador 
Fx 
A Maxx)... (x-xm-1). 
(x-xw) 


Al descomponer esta segunda fracción racional con el mismo 
método, se obtendrá 
1) una nueva fracción simple de la forma 


re EA 
(x-x) 
2) una fracción que tendrá por denominador 
k(x—-x)... (x-xm-1)-. 
Al continuar asi, se eliminarán del polinomio 
F(x)=k(x-0wm)(x-0)... (x-2m-1); 


todos los factores lineales que encierra, de modo que este polinomio se 
reducirá a la constante %. Así, cuando por medio de una sucesión de 
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sustituciones parciales semejantes a la que acabamos de indicar, se extrae 


de la fracción TEN una sucesión de fracciones simples de la forma 
x 
Ao Ay Az Ám -1 


, , yo... $ , 
ATXO XX] XFX X= Xm—1 


el resto sólo podrá ser una fracción racional con denominador constante; 
es decir, una función entera de la variable x, Al designar por R a esta 
función entera, se encontrará 


4) Le) ¿py A Ay mms 
F(x) X= X-XM XxX X —Xm-1 


ñ Queda claro a partir del desarrollo presentado por Cauchy, que la existencia— y el grado— 
de la función entera R depende, ahora sí, de que el grado de la función entera del numerador, 
JF(x), sea mayor que el de la función F(x). 

En su análisis sobre la descomposición de las funciones fraccionarias (Cf. nota 1) Euler 
analiza primero dos casos: aquel en el que el grado del numerador es mayor o igual que el 
del denominador, y aquel en el que es mayor el grado del denominador. A las fracciones 
que se encuentran en el primer caso les llama fracciones impropias, y son fracciones propias las 
del segundo caso. El resultado más general para las fracciones impropias lo enuncia Euler 
de la siguiente manera: 

Si en una función fraccionaria la variable x tiene tantas o más dimensiones en el numerador que 
en el denominador, esta función podrá descomponerse en dos partes, la primera será un entero y la 
segunda una fracción; en el numerador de esta última la variable x tendrá menos dimensiones que 
en el denominador, 

Cabe aclarar que el entero al que se refiere como primera parte o primer sumando de la 
descomposición no es un número entero sino una función entera. 

Para el caso de las fracciones propias Euler enuncia el siguiente resultado: 


La función fraccionaria ” Podrá descomponerse en tantas fracciones simples de la forma 





Pp-qx 
como el denominador N acepte factores simples y diferentes. Donde A es un valor constante y 
(p- qx) es un factor simple (lineal) de N. 

La combinación de estos dos resultados nos lleva al resultado general de Cauchy. Puede 
verse el vínculo que la descomposición de las fracciones racionales (y con ellas el teorema 
fundamental del álgebra) tiene con el cálculo integral (Cfr. nota 4, capitulo X) y que llevan 
a D'Alambert a tratar el cálculo de las raices de un polinomio. A través de este método, la 
integral de una fracción racional quedaría descompuesta a su vez en la integral de una 


función entera y de fracciones simples de la forma = Si el denominador F ( x ) admite 
tan sólo de raíces reales, el problema de la integración de una fracción racional se puede 


resolver a través de la función logaritmo; es decir, se remite al problema del cálculo de la 
cuadratura de la hipérbola. 
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Queda ahora por averiguar cuáles son los valores de las constantes 
Ao, Ars Ary 00) ÁAm-1> 


Estos valores se deducirán sin dificultad por el método de descom- 
posición dado en el primer parágrafo. Pero se llega directamente a su 
determinación con ayuda de las siguientes consideraciones. 

Si se multiplican por F( x ) los dos miembros de la ecuación (3), se 
obtendrá 


porro, El 


Xx 
(4) 
E LEO AMES PELAS 
x= Xx X= Xm-1 


Si en los dos miembros de esta última fórmula se hace 


X=M>+2Z 
la suma 
OS O ADS 
x-—X xXx X— Xm-1 


que es claramente un polinomio en x divisible entre x— xo, tomará la 
forma 


ZZ 


Z. designa a una función entera de z; así se tendrá 


6) fo+rz)=ñ RE 4 2 z 


Supongamos ahora que en la función F(x) la sustitución de x + z 
en lugar de x da generalmente 


(6) F(x+2)=F(x)+zFi(x)+2BR(x)+.... 
Se deducirá 
F(w+z)=zR(xw)+2PRl(xw)+..*; 


$ Este desarrollo es simplemente el resultado de sustituir en el polinomio F(x) una nueva 
variable (x+z). La notación introducida por Cauchy para los coeficientes Fi (x), 
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y la ecuación (5) deviene 


fHfua+z)=A0[Filw)+z2Rlw)r..]+zZ. 


Cuando en esta última se hace z= 0, ella se reduce a 


fo)=4A Fx), 


y se concluye 


Lew) 
(7) Á0 Ey 


Se encontrará por medio de un cálculo enteramente análogo 


LA) 

A 

yan 

(8) Fix) 


An Le) 


Fi Am-=1) 
Los valores que acabamos de obtener para 
Ao, Ar, Als...) Ám-—1 
son claramente independientes del modo de descomposición empleado 


para la fracción racional Eo: De donde resulta que esta fracción no 
x 


se puede descomponer más que de una sola forma en fracciones simples 
que tengan como denominadores los factores lineales del polinomio 
F(x) con numeradores constantes. Es fácil ver cómo la ecuación (7) y 
la fórmula (3) del parágrafo anterior concuerdan. En efecto, el polinomio 


Flx0)+zR(x0)+... ER o 


F2(x),... , pretende simplemente dar cuenta de que se tendrá un polinomio en z y éstos 
serán los coeficientes de z, 2% ,... . Claramente este desarrollo coincidirá con el desarrollo 
de Taylor de la función F(x+2). 
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deviene F 1 (xo ) cuando se hacez = 0, Ó x = x y en consecuencia, si se hace 
(9) F(x)=(x-x)0p(x), 
se tendrá Fi(w)=0(x), 
(10) A= LLL 
po () 


Para mostrar una aplicación de las fórmulas anteriores, supongamos 
que se intenta descomponer en fracciones simples la fracción racional 


E 
Xx 


PY 


en donde x designa un númeo entero menor que »s. Se tendrá en este 
caso particular 





foO=%, F(x)=x"-1,k=1; 


ZN m 
y si se representa por h a un número entero que es menor que 2, las 
2 


diversas raíces de la ecuación F(x) = 0, todas distintas entre sí, estarán 
comprendidas en la fórmula 


ELE sen 24m 
m m 


Sea a una de esas raíces, busquemos al numerador A de la fracción 
simple que tiene como denominador a x — 4. Ese numerador será 


PENACOEN a” 
Fla) Fía) 





el valor de Fi ( a ) se determina por la ecuación 
F(a)+2Fya)+...=Fla+z)=(a+z)”"-1=a"-14ma”” "24... 
y es en consecuencia igual a ma”” | Se encontrará en consecuencia 


l 2+1- 
A=—=-=a me 
m 
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Como se tiene también 
n+1l1-m 
[cos 2hr + v-1 sen 4n ) 


m 
= cos LODA y ds 2h ( +10 





se concluirá de lo anterior, al reducir 


(11) (n+1)7 _g 


m 


, 





ANO 1, Sos 28 +v-1_sen 20 
m q 
E E A e 

m m 


ze cos20 -V=1 sen 20 
al E a 
m m 


(12) ño cos 49 +v-1 sen 40 


4T 4T 
x= cos ——Yel sen — 
m m 


cos 49 —vV-1 sen 40 


+ 
ár 4T 

x=c0s —+V-1 sen — 
m m 


Se encontrará también, al razonar de igual modo, 
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Y 1 cos 9 + V-1 sen 9 





us 1 Tr 
x=-cos 2 =W-1 sen 5 

ze cos0-vV-1 sen O 
us 1 r 
x- cos, +W-1 sen 5 

A cos 39 +vV-1 sen 30 

(13) 

x= cos E Va sen 

A cos30 -—vV-1 sen 30 


3T 3T 
x= COS == +V-1 sen ms 


Es importante observar que la última de las fracciones simples del 
segundo miembro de la ecuación (12) o (13) será, para valores pares de » en 
la ecuación (12) y para valores impares de st en el caso de la ecuación (13) 


cosm0 cos(m+1)r_(-1)*” 
TES E 


x-+1 x+1 x+ 


Así por ejemplo, se tendrá 











A a dio en 
(14) ¿el 2le= Pl 
ION E [o RAE 
(15) O TO 
(16) UA qn T LS se T 
¡ El cos y + W-1 sen 3 53 4-1 sen 3 Ñ 1 
+1 +1 | 


%=cos 3 =Y-1 sen x= cos +1 sen 
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Se puede observar que si en el segundo miembro de la ecuación (12) o 
(13) se suman dos fracciones simples correspondientes a dos factores 
lineales conjugados del binomio 4” + 1, la suma será una nueva fracción 
que tendrá como denominador a un factor real de segundo grado, y como 
numerador a una función real y lineal de la variable x. Se encontrará por 
ejemplo, al tomarn=0,m=3, 


T 
1 1 2x cos y =2 1 


S x+1 





4-2xcos7+1 


pal e lo 
3l2=x+1 x+1 ) 
Es fácil generalizar esta observación. 


Supongamos que si las fracciones enteras f( x ) y F( x ) son reales, 
designamos por 


(17) 


a+PpYl , a-pyv-1 


dos raíces imaginarias conjugadas de la ecuación (1), y tomemos para 4 
y B dos cantidades reales que verifiquen la fórmula 


CASA 
(18) FL(a + Y-1 y BI, 


en donde F' | ( x ) representa siempre al coeficiente de z en el desarrollo 
de F(x+z).Se tendrá necesariamente 


f(a-PY1) _ =. 
Ea =A+BW-1; 


y en consecuencia, sí se descompone la fracción racional las dos 


fx) 
F(x)” 
fracciones simples correspondientes a los factores lineales conjugados 


x-a-pyv-1 S x-a+pv-1 


serán respectivamente 
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(19) A-Bw-1 A+ BW-1 
r-a-pdr ” x-arpir * 


Al sumar esas dos fracciones se tiene la siguiente: 
24(x-0)+2B 
20 24(:-0)+28B 
120) (x-aQ y + p? 


Esta última, que tiene como numerador a una función real y lineal 
de la variable x, y como denominador a un factor real de segundo grado 
del polinomio F ( x), no difiere de la fracción 


EEN PASES 
(xx )(x-x1) 
que incluye a la fórmula (9) del primer parágrafo, cuando se supone 


»=0a+pii, 1=0a-pW1. 


$3. Descomposición de una fracción racional dada en 
otras más simples que tengan como denominadores 
respectivos a los factores lineales del denominador de la 
primera, o a las potencias de esos mismos factores, 
y como numeradores a constantes 


Sean 
f(x) 
F(x) 
la fracción racional que se considera, m el grado del polinomio F(x), y 
As 
las diferentes raíces de la ecuación 
(1) F(x)=0. 


Se tendrá, al designar por k a un coeficiente constante, y por m”, 


m'" m"",... varios números enteros cuya suma es igual a », 


(2) EloO=klai-aY la a 
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Si ahora se hace uso del método expuesto en el primer parágrafo, se 


descompondrá la fracción racional ES] en otras dos de las cuales la 
Xx 


ESE 
(xa) 


mientras que la segunda tendrá por denominador 


primera será de la forma 


”. 


ECO aa Y ey" 
xa 


Al descomponer esta segunda fracción racional por el mismo méto- 
do, se obtendrá; 
1) una nueva fracción simple 


A, 
G=g+ 


en la cual A, representará a una constante; 
2) una fracción que tendrá por denominador 


AD o a NOE A 


Al continuar asi, se harán desaparecer del polinomio F(x), de 
manera sucesiva, los diferentes factores lineales de los que se compone la 


potencia ( x— a )”' y cuando se haya extraido de TEN una sucesión de 
x 


fracciones simples de la forma 
Á Ár Á:z Ám'-1 
(xa Y" (aa (aa yo” ea 


el resto será una nueva fracción racional cuyo denominador se reducirá a 


, 


abla 


Si de este residuo se extrae una segunda sucesión de fracciones 
simples de la forma 


B B, B, Bm" 1 
Ey Gene" CS yo 


€ A A A A A a A E NAO 
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se obtendrá un segundo residuo cuyo denominador será 
m ” 
Ela=c)" 


En fin, si se continuan estas operaciones hasta que el polinomio F(x) 
sea reducido a una constante k, el último de los residuos será una fracción 
racional con denominador constante; es decir, una función entera de la 
variable x. Llamemos R a esta función entera, Se tendrá para el valor de 


eres descompuesto en fracciones simples 
Ll rr —L—Ñ + 4. pan 
FEO (a (a Es 
Po Po paña 
(3) CAT ED x-b 
pa O pa: 
A E tas x-c 


Por mn... e... 2... 0.9. 40. 4UO eo» vor ..o ... vo. e... ... y 


donde A, A1,... Am'=13 B,Bi,... Bm"-1; €, Cisgs ro AA A 
designarán a las constantes que se pueden deducir fácilmente a partir de 
los principios expuestos en el primer parágrafo, o bien calcular direc- 
tamente con ayuda de las siguientes consideraciones. 

Si para mayor comodidad hacemos 


B B, Bm" -1 
a ———_ 1 e: 


RATA “ +... 
(by (oy eb 
E A A y EA 
(4) (ao (x-ey” x-c 
CPE: AAA 


Ñ CAD ETT AN ñ 


O será una nueva función entera de la variable x, y la ecuación (3) deviene 
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f(x) Á Á + ¿Ama, Q 


== + , des " se > 
F(2) (eao”" (aa a (Y ay. 
Si se multiplican los dos miembros de esta última por 
FElx)= kada "a a, 
se concluirá 
FG) [A+ Axa)... 
Aa O may"; 
x-4) 


y entonces, al hacer 
x=as+z, 
se encontrará 


(6) farz)=[4+412z+... PI EA 


(2) 


con Z designando el valor del polinomio 4 Q expresado en función de z. 
Si suponemos ahora que la sustitución de x+z, en lugar de x, en las 
funciones f(x ) y F( x ) da generalmente 


fx+rz)= fl) rzpli) rd fl(x)+... A 
(7) F(x+z)=F(x)+zFE(x)+2FP(x)+... 
RE En OA Ea). 


Se tendrá, al tomar x=a +z, y al observar que el desarrollo de la 
función 


F(x)=F(a+rz) 
debe ser divisible por(x=a)"=2”, 
farz)=fla) rafa re fla)+.., 


(8) : 
F(x+z)=[ Em (a)+zFnr+1ila)+ Enri a)+... ]z” 


(9) F(a)=0, F,-(a4)=0,..., Fm-(4)=0. 
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Con esto la fórmula (6) se encontrará reducida a 
fa)rafla) +2 fla)+... 
(10) — =(A+ Arz + Ai +... )x [Fm (a) +2Fm+1(4) 
E a EZ, 


y se concluirá, al igualar en los dos miembros los coeficientes de las 
potencias semejantes de z, ; 


f(4)=4 En (a), 
(11) fila) =Ar Fm (a) AA Fm +1(4), 
f(a)=4: Fm (a) + Ar Fm +1 (a +A Fm +2 (4), 
Se encontrará por un cálculo enteramente semejante 
A6)=B Fn(b), 5(b)=BiFnr(d)+ BEn"+(b), f(b)=..., 
(12) FO =C Emme), fe) = Ci Fm e) + CEmmalo), REIS <k> 


¡ma 


Esas diversas ecuaciones bastarán para fijar completamente los 
valores de las constantes 4,41, 42,... B,B1,B2,-.. €, Ci, Ez, >>> 
Ellas darán, por ejemplo, 


IDA 
2" 
¿ASA e) 
(13) | En' (4) : 


¡POIS A a AE 18) 


dl Br (a) 


Las constantes asi determinadas son claramente independientes del 
E E : x 

modo empleado para la descomposición de la fracción racional 200 ; 
x 


resulta que esta fracción se puede descomponer sólo de una manera en 
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fracciones simples de la forma de aquellas dadas por el segundo miembro 
de la ecuación (3). 

Es fácil ver que la primera de las ecuaciones (13) concuerda con la 
fórmula (14) del primer parágrafo. En efecto, deviene la cantidad 
Em' (a) el polinomio 


AS A A a a ES IES A 


r 


z" (xa yr” 
cuando se hace z=0 6 x= a; y en consecuencia, si se hace 
(14) F(x)=(-4)J 9 (2), 
se tendrá Fw" (a)=04(a4), 
5) PON 
p(4) 


En el caso en el que al considerar a las funciones f(x ) y F(x ) como 
reales, la ecuación F(x ) =0 admita mm” raíces iguales a a +BvY-1 , la 
misma ecuación admite también m' raíces iguales conjugadas de las 
primeras. En consecuencia estas raices están representadas por 


api. 


Bajo esta hipótesis, si después de la descomposición de la fracción 


racional 
f(x) 
F(x)' 


se juntan dos a dos las fracciones simples que tienen como denomi- 
nadores 


(xa-prl JJ y (x-a+pdl yoo, 
(api yl y (aa paz yor, 


en fin 


x-a-BWVi y ra+pvr, 


Curso de análisis 231 


las distintas sumas obtenidas serán las fracciones reales y racionales que 
tendrán por denominadores respectivos 


2+ p2 yn 
[(x-ay BIO, 
2 2 qm” 1 

[(x-ay+pB Ins, 

(x-a)y+p”, 
y cuyo sistema se podrá reemplazar por una sucesión formada de otras 
fracciones que, con los mismos denominadores, tendrían como numera- 
dores a las funciones reales y lineales de la variable x. Es fácil calcular 
directamente esta nueva sucesión de fracciones, comenzando por aquellas 


que corresponden a las más altas potencias de ( x-— QU Y + Pp? Busquemos 
por ejemplo aquella que tiene por denominador 


[ea + py =(a Biz y (a+ pacl y”. 
Según los principios establecidos en el primer parágrafo, ella será 


4 


[(<-a + py" 





(16) 
siempre que se haga 


1 ey ea a en 


apa lea +pWnl) 
dl fa-Bxi) 
CEA 
y 
8) E NAS 


[ra + paja 


Debemos añadir que si en las fórmulas precedentes se hace sucesi- 
vamente 


x=a+púl +2 x=a-Bvl +2, 


se concluirá, al tomar en cuenta la segunda ecuación de (8), 
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oa+pad + ajo Ena tB OL) za rBr ie 
(28 v-1 + z)” 


VA e e PAR) A Fra Bani) 
p(a+Ppv-1 +2) aa e 


y en consecuencia 


E _Enr(a+Bi-1) 


E E TO o m' En (a+ Bd-1) : 
A 


SEGUNDA PARTE 


Cálculo infinitesimal 


VIII 


(Tercera lección) 


Derivadas de funciones de una sola variable 


Cuando la función y = f(x ) permanece continua?, entre dos límites 
dados de la variable x y si se asigna a esta variable un valor comprendido 
entre esos dos límites, un incremento infinitamente pequeño atribuido 
a la variable produce un incremento infinitamente pequeño de la 
función. En consecuencia, si se hace A x= i, los dos términos de la razón 
de las diferencias 


Ay fluri)-f(x) 
(1) Ax í 


serán cantidades infinitamente pequeñas. Pero mientras que estos dos 
términos se aproximan indefinidamente y de manera simultánea al límite 
cero, la razón misma podrá converger a un límite, ya sea positivo o 
negativo, Este límite, cuando existe, tiene un valor determinado para cada 


valor particular de x”, Asi por ejemplo, si se toma f(x) = x”, en donde 


l Cfr. la definición de función continua dada en el Cap. Il, $2 del Análisis Algebraico. 
2 Recordemos que en el capitulo 11, $3 del Análisis Algebraico, Cauchy se refiere a ciertas 
fracciones tales que los límites de los dos términos convergen a cero conforme la variable 
tiende a cero. Esa es, como se señaló en la nota 13 de dicho capítulo, la única alusión al 
concepto de la derivada de una función. 

En el cuaderno XIII del Journal de P'Ecole Polytéchnique, AM. Ampére introduce una 
definición para la derivada de una función: si la función f( x ) toma valores distintos para 


e , -fíx AN , : 
dos valores distintos x, y x2, el 2) 2 ICH será distinto de cero y de infinito, 
XxX] 


236 Augustin-Louís Cauchy 


m designa a un número entero, la razón entre las diferencias infini- 
tamente pequeñas será 


- 11M 


y tendrá por límite la cantidad mx””?, es decir, una nueva función de 
la variable x?, En general siempre será lo mismo, pero la forma de la 


Le E A [+ 5)-f(x<) 
nueva función que servirá de límite para la razón ; 
dependerá de la forma de la función propuesta y = f(x). Para indicar 
esta dependencia se da a la nueva función el nombre de función derivada, 
y se le designa, con ayuda de un apóstrofe, mediante la notación 


y of. 


y esta cantidad siempre será mayor o menor que la cantidad que se obtiene al tomar 


x+ i E Xx . . » s - ss e 
(nc si se da a la cantidad £ un valor suficientemente pequeño. Así, “la derivada 


2 ; fi) fa). 
de la función f( x ) es una función de x tal que F siempre se encuentra entre 


dos de los valores que esta función derivada toma entre x y x + ¿, sin importar cuáles sean 
xc?”. En la séptima lección Cauchy hace referencia explícita a esta definición debido a su 
estrecha relación con el llamado teorema del valor medio que él demuestra en esa lección. 
Este ejemplo muestra con claridad hasta qué punto esta parte del Análisis Matemático, el 
Análisis Infinitesimal, se apoya sobre los conceptos del Análisis Algebraico y hasta qué 
punto, también, constituye una rama independiente de ésta. Por lo pronto cabe notar que 
en la Teoría de Funciones Analíticas de J.L. Lagrange (al igual que en sus Lecciones sobre la Teoría 
de Funciones) la fórmula del binomio de Newton se desprende de la fórmula de Taylor; 
ciertamente Lagrange se ocupa sólo del caso en el que el binomio se encuentra elevado a 
una potencia entera, resultado probado con toda claridad desde tiempo atrás. Cauchy no 
acepta este procedimiento y vemos aquí, mucho antes de tratar con la fórmula de Taylos, 


cómo la derivada de la función y =x" se conoce a partir de la fórmula del binomio de 
Newton. Ello, por cierto, sugiere que el resultado obtenido es válido para cualquier valor 
del exponente. 

La definición de la función derivada de Cauchy, más que remitir 2 una historia que se 
remonta al cálculo de las diferencias de Leibniz o al método de las fluxiones de Newton, refleja 
una relación oscilante hacia el pensamiento de Lagrange. El término de función derivada es 
introducido por Lagrange en su Teoría de Funciones Analíticas en donde intenta subrayar el 
que se trata de una función que resulta de una operación que hasta antes de él sólo se concebía 
para ciertos valores o cantidades variables. Si bien es cierto que tanto en la tradición de 
Leibniz como en la de Newton se parte del principio de variación (condición sin la cual no 
existirían las diferencias o las fluxiones), no será sino hasta Lagrange que la operación se realiza 
sobre una Jkxción. Sin embargo, como lo vemos aquí, Cauchy introduce a la función 
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En la búsqueda de las derivadas de las funciones de una sola variable 
x, es útil distinguir a las funciones que llamamos simples, y que son el 


derivada a partir del concepto de límite de una función y gracias al concepto de una cantidad 
infinitamente pequeña. Lagrange, en cambio, define el concepto de función derivada sin 
recurrir a estos conceptos, considerados pos él como metafísicos, y lo introduce de manera 
“puramente algebraica”. 

El punto de partida de la teoría algebraica de Lagrange lo constituye la afirmación de que 
cualquier función de una variable f(x ), admite un desarrollo de Taylor: si la variable x se 
sustituye por la variable (x + ¿), con ¿un valor arbitrario, la función de la nueva variable 

f(x + 1) “se puede desarrollar en una serie de la forma 


f(x+ 1) =f(x)riprigróre.. 
en donde p, q, 7, etc., también son funciones dex y son independientes de la indeterminada 7”. 

Lagrange prueba primero que en un desarrollo de este estilo, los exponentes de la 
indeterminada ¡ no pueden ser fraccionarios ni negativos, *... salvo que se den a x ciertos 
valores partigulares” (como en el caso de la función Yx+1 que toma el valor ¡ z para 
x= 0). 

AE mostrar que la función tiene el desarrollo indicado, Lagrange considera en la 
expresión de f(x + í ) aquello que es independiente de /, es decir, aquello que permanece 
cuando ¿=0 (si =0, f(x +1) deviene simplemente f(x); por ello en la expresión de 
f(x +i) será posible separar f( x ) de los términos que se anulan cuando ¿= 0). De la 
igualdad f(x +1) - f(x) =0 para ¿= 0, Lagrange deduce 


(a) Ari) fa) + ¿P(x, 1) 
como valor general, en donde P( x, ¿) es una función de x y de ¿ y que no deviene infinita 
para ¿= 0. De esta segunda igualdad deduce 


¡y 400) 
(b) P(x,i)= == Xx ] 

Para la función P(x, ¿) se puede proceder de manera similar separando los términos 
que no seanulan cuando ¡ = 0. Deahi setienequeP(x,1)=p(x)+1Q0(x, 1 ),en donde 
Q(x, 1) tiene las mismas propiedades, luego procede del mismo modo para Q(x, f): 
Q(x,1)=4(x) + ¿R(x, 1). Al sustituir en el desarrollo general de f(x + £ ) se tiene 


farri)afla)riP=fa) rip) rd 02 fr) rr ipla)+?g(x)+ PR. 


Al continuar este procedimiento se obtiene finalmente el desarrollo: 


(c) flrri)aflx)+iplx)+ Pg) ir(x) +... 

en donde las funciones p(x),9(x),r(x), son funciones de la variable x mientras que 
los términos ¿P, £Q, ¿R deben anularse cuando ¿=0. Las funciones p(x), 9(x), 
r(x),... etc., que aparecen en el desarrollo de la función f( x + 1) (y que son funciones 
únicamente de la variable x ), son funciones que se derivan de la función primitiva f(x). 
Para caracterizar completamente a estas funciones derivadas, Lagrange considera otra 
cantidad variable o, independiente de x y de í; si la variable x se sustituye por x + o entonces 
f(x +5) deviene f(x +1 +0), cuyo desarrollo será el mismo si se sustituye (7 +0) en 
lugar de ¡. De esta afirmación se concluye que el desarrollo que se obtiene al sustituir ¿ por 
(i+0): 
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resultado de una sola operación efectuada sobre la variable, de las 
funciones que llamamos compuestas y que se construyen con ayuda de 


fKaxriefla)ripl)+igla)rérda) +... 

furriro)=f(x)+(i+o)p(x)+(i+oYg(x)+(iroYr(x)+... 
=f(x)+iplx)+égl(x)+ér(x)+...+p(x)o+r2g(x)io+3r(xjor+... 

es el mismo que se obtiene al sustituir x por (x+0): 

Hx+riro)=f(x+0)+¡p(xro)+Pg(xro)rér(x+o)+.. 

del cual, al tomar el desarrollo de cada una de las funciones P, q, 7, valuadas en ( x+0) se 

obtiene: 

Hariro)=f(1)+0f (x3+ 4" (x)+0f"(x)+... 
+¿[p(x)+op'(x) +4 p"(x)+0p"(x)+...] 
+8 lglx)+og (2) +3" (x)+0 9" (x)+.. J+... 

=f(x)+ip(x)+ég(x)+ór(x)+.. 
+0f (x)+i0p'(x)+4og (x)+.. 
f(x) + ip (x)rddg"(x)+... 
en donde f',f”,p",p",q',q” ... etc., son las funciones derivadas def(x),p(x),9(x) 
he Dela igualdad de los dos desarrollos se obtiene necesariamente que 

S(x)=p(x) 

p (x)=24(x) 

q(x)=3r(x).. etc. 

De esto se observa que p ( x ) es la primera derivada de la función f(x );24(x) es la 
primera derivada de p ( x), o bien, la primera derivada de f' ( x ) que es f(x), la segunda 
derivada de f(x);3r(x) es la primera derivada ¿'( x ) que es FO, etc. Al sustituir 


estos valores en el desarrollo de f( x + ¡ ) se obtiene finalmente 


3 
Mari ri ÉS AS) 


que es el desarrollo de Taylor de la función f( x ). Con esta formulación Lagrange pretende 
probar de manera general que cualquier función posee un desarrollo y que para cualquier 
función siempre existirán sus funciones derivadas. 

La novedad del método algebraico consiste en que, además de la posibilidad de introducir 
esa nueva metafisica para el cálculo, ahora las funciones derivadas adquieren, al igual que la 
función primitiva, el carácter de ser funciones. Es decir, no se trata tan solo de un cierto valor 
asociado a la función original, obtenido independientemente de las fluxiones o los 
infinitésimos, sino que se trata de una función — una expresión analítica— que se ha 
derivado a partir de la expresión analítica canónica, el desarrollo de Taylor, de la función 
primitiva. 

Después de esta breve exposición del método de Lagrange para definir a las funciones 
derivadas, vemos cómo Cauchy retoma un elemento central: la operación de derivación se 


- 
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varias operaciones. Las funciones simples que producen las operaciones 
del álgebra y de la trigonometría (ver Cap. 1, 8 1 del Curso de Análisis?) 
pueden reducirse a las siguientes 


4 
a+x, ax, ax, q, X, £, Lx, 


Senx, COSX, aICSENX, ALCCOSX. 


En donde A designa a un número constante, 4 = + A una cantidad 
constante, y la letra L indica un logaritmo tomado en el sistema cuya 
base es 4. Si se toma a una de estas funciones simples por y, será fácil en 
general obtener a la función derivada y”. Se encontrará por ejemplo, para 
y=4a+x, 


Ay (a+x+1)-(a4+x) : 
a. j dl y =1l; 


para y =a-x, 


A a=x—i)-(a-x 


paray=ax, 
Ay a(x+1)-ax Ae 
e . =4, 9) 
Ax l a 
paray= 3% a a 
2 A A E: pe 
Ax ¿ x(x+1) d e? 
para y = sen x, 





Y 
sen y t 
Ay _ 2 115 , T |, 
= COS| X+ TT il» =COSX=Sen]|x>+zZ lb 
Ax : 2 y 2 


Ni 





aplica sobre una función y define a una nueva función (aspecto totalmente ausente en el 
cálculo de las diferencias de Leibniz y en el cálculo de las fluxiones de Newton). Sin embargo, y 
como resalta con claridad, Cauchy define a la derivada de una función utilizando el concepto 
de límite, ausente en Lagrange. 

5 Se refiere a la parte publicada bajo el subtítulo Análisis Algebraico. 
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para y = Cos x, 


¿JA 
sen! 
Ay___ 2 1. a ps rx 
Xx an wn (+3) y snncos[ +3) 
2 





Además, al hacerí=0.x, 4 =1+ By(1 +0) =1+ y, seencontrará 
paray=L£x, 


Ay_L(x+i)-Lx_L(1+0) L(l+tak , Le 
7 A Ñ x 


Az ax x É ¿3 ' 
paray=4', 
Ay_ ACA Ame 4 SAO 
ra EE 
x L(1+B»y E 
paray=xXÉ, 


Ay (Ari Al l+0)=1 m1 
Ax i aL 
1 
O E a; 


zz 1 
L(1+y) 
En el caso de las últimas fórmulas, la letra e designa al número 
s . eS ; 
2,718... que es el limite de la expresión ( 1 + a Ja. Si se toma a este número 
como base de un sistema de logaritmos, se obtendrán los logaritmos 


neperianos O hiperbólicos, que indicaremos siempre con ayuda de la letra 7. 
Dicho ésto, se tendrá claramente 


Le le 1 
CS AA Va: 
y además se encontrará, para y = lx, 
al 
y Ea 
paray=é, 
y=é; 
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Como las diversas fórmulas que preceden se han establecido sólo 
para los valores de x para los que corresponden valores reales de y, se debe 
suponer que x es positiva en aquellas fórmulas que se refieren a las 
funciones Lx, [x y también a la función x*, cuando a designa a una 
fracción de denominador par o un número irracional. 

Sea ahora z una segunda función de x, ligada a la primera 
y=f(x) por medio de la fórmula 


(2) z=F(y). 


z o F[f(x)] será lo que llamamos una función de función de la 
variable x; y si se designan por Ax, Ay, Az los incrementos infini- 
tamente pequeños y simultáneos de las variables x, y, z, se encontrará 


Az _F(9+Ay)-F(9)_FO+Ay)- Hy) dy 
Ax Ax Ay Ax 


luego, al pasar al límite, 
(3) Z¿=y Fly)=f (a) FLAx)). 


Por ejemplo, si se hace z= a y y y = 1x, se tendrá 


2 =ay'= 2. 
XxX 
Con ayuda de la fórmula (3) se determinarán con facilidad las 
derivadas de las funciones simples 4”,, arc sen x, arc cos x, al suponer 
conocidas las derivadas de las funciones Lx, sen x, cos x. Se encontrará, 
en efecto, que para y = 4 


a AA E APTA 
Ly=x, y , =1l, y =¿M1A; 


paray=x, 
- ¿1_4 rt JE 1 
ly=alx, O =4 =4axY : 
para y = arc senx, 
, 1) 1 1 
seny=x, y =cosy=1l, y O ME 


para y = arc Cos x, 
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-1 1 
=x, "x (— =1, MS a ones > 
cosy=x, y'x(-—seny) y o 
Además, en virtud de la fórmula (3), las funciones compuestas 
Pe?) - 
tienen como derivadas 
y PLA, y 0, - 
y 


y así las derivadas de las funciones 





E ¿ 1 
Pé, sex=—,cosx= : 
COS x sen x 


serán 


A IAB, A senx MOE E 


cos x x sen? x 





Observaremos, para terminar, que en algunas ocasiones las derivadas 
de las funciones compuestas podrán determinarse con la misma facilidad 
que las de las funciones simples. Asi por ejemplo, se tiene para 

nx 


tan x= se 
an x= —— 
ZA cosx? 


ao ) sen [ ; 1 


Ax ikcos(x+i) cosx ) icosxcos(x+¡)” cos” x 








a=Scót _ COS x 
para y = co A= Sen x> 


E ) sen í ; 1 


Ax ¿lsmn(x+i) senx ) ¿senxsen(x+1)” sen? xr” 





y se concluye, para y =arc tan x, 


t 


O CO RETO 
RANA =1, y =c08 y ===; 
2 cos” y 7 7 142 


para y = arc cotx 





o E Es sl 
coty=x, le =- sen' E 
y y' y= 1+É 


IX 
(Cuarta lección) 


Diferenciales de funciones de una sola variable 


Sean como siempre y=f(x) una función de la variable inde- 
pendiente x, ¿ una cantidad infinitamente pequeña, y h una cantidad 
finita. Si se hace ¿=a1, bh, Ur será también una cantidad infinitamente 
pequeña y se tendrá la identidad 


far i)— f(x) ft ah) fx) 


í ab 


de donde se concluirá 


(1) f(x+0h)-f(x) ft) A), 
a he í j 


Cuando la variable q. se aproxima indefinidamente a cero y la 
cantidad h permanece constante, el primer miembro de la ecuación (1) 
converge hacia un límite que es llamado la diferencial de la función 
y=f(x). Se indicará a esta diferencial por la característica d, así que se 
tiene: 


dy o df(x). 


Es fácil obtener su valor cuando se conoce el valor de la función 
derivada y* of” ( x). En efecto, al tomar los límites de los dos miembros 
de la ecuación (1) se encontrará que 


(2) dflx)=bf'(x). 
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En el caso particular en el que f(x) =x, la ecuación (2) se reduce a 
(3) dx=b. 


De este modo la diferencial de la variable independiente x no es sino 
la constante finita 4. Dicho ésto, la ecuación (2) deviene 


(4) df(x)=f' (x)dx olo que es lo mismo, 


(5) dy=y' dx. 
De estas igualdades resulta que la derivada y'=f” (x) de una 


función cualquiera y =f( x) es precisamente igual a e ; es decir, a la 


ey 
dx 
razón entre la diferencial de la función y la de la variable; o si se quiere, 
al coeficiente por el que se debe multiplicar la segunda diferencial para 
obtener la primera. Es por esta razón que algunas veces se da a la función 
derivada el nombre de weficiente diferencial”, 

Diferenciar una función es encontrar su diferencial, La operación por 
medio de la cual se diferencia se llama diferenciación. 

En virtud de la fórmula (4) se obtendrán inmediatamente las 
diferenciales de las funciones de las que se hayan calculado las derivadas. 
Si se aplica primero esta fórmula a las funciones simples, se encontrará 


d(a+x)=dx, d(a-x)=-dx, d(ax)=adx, 


Y Como señalamos en la nota 4 de la tercera lección, aunque reintroduciendo en el cálculo 
a las cantidades infinitamente pequeñas y a los límites, Cauchy recupera el término de función 
derivada introducido por Lagrange y concibe que se trata de una operación sobre una 
función y no tan sólo sobre una magnitud cualquiera. A partir de ese momento parecia que 
las diferenciales o las diferencias, concebidas como “la porción infinitamente pequeña en la 
que aumenta o disminuye de manera continua una cantidad variable” -tal y como la definiría 
L'Hópital en su Analyse des Infiniment Petits—, formaban parte de un lenguaje ya caduco que el 
nuevo análisis de Cauchy debería desterrar definitivamente. Vemos sin embargo en esta 
lección a la diferencial concebida también como una operación funcional y que, de hecho, 
engloba a la propia operación de derivación ya que es posible expresar a la derivada de una 
función como el cociente de la diferencial de la función entre la diferencial de la función 
idéntica. Esto último, por cierto, recupera una tradición introducida por Euler en sus 
Institutiones Calculi Differetialis, 

Bajo la notación de las ecuaciones 4 y 5, a partir de la igualdad df(x)=f (x) dx, 
queda claro que la diferencial de una función, que es una función, se puede expresar gracias 
al factor f” ( x ) -que en cada valor de x es una constante. 
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AS dé=zar dx; 
x É 
dAx=A lAdx, dé=dédx; 
dx dx 


dlx=Le=, dix==; 
x x 


T 
dsenx=cosxdx=sen| x+ 2 dx, 
Tr 


dcosx=—senxdxz=cos| x+ > 


dx; 


dx 


a dare cos x= 
sa 253 AS 2* 
lx Vl—x 


Se establecerán también las ecuaciones 








dx dae 
dtinx= => Meta == Ts 
cos” x sen“ x 
dx dx 
darctanx==—5, dare cotx=-_—p; 
1+x 1+x 
senxdx cos xd x 
dsecx= ==, deoseca=- 
cos“ x sen” x 


Estas diferentes ecuaciones, al igual que aquellas a las que llegamos 
en la lección anterior, sólo deben considerarse como demostradas para 
aquellos valores de x a los que les corresponden valores reales de las 
funciones cuyas derivadas se buscan. 

En consecuencia, entre las funciones simples, aquetlas cuyas diferen- 
ciales pueden considerarse conocidas para cualquier valor real de la 
variable x son las siguientes 


a x 
a+yx, a—x, ax, A, Éé”, Senx, COSsx, 
x 


y la función 4, cuando el valor numérico de a se reduce a un número 
entero o a una fracción de denominador impar, Pero se deberá suponer 
que la variable x se encuentra entre los límites — 1 y +1 para las 
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diferenciales de las funciones simples arc sen x, arc cos x; y entre los 
límites O, 00 para las diferenciales de las funciones Lx, lx, y también para 
la diferencial de la función x%, siempre que el valor numérico de a sea 
una fracción de denominador par o un número irracional. 

Es importante observar que, conforme a las convenciones estableci- 
das en la primera parte del Curso de Análisi? usamos las notaciones 


arc Sen Xx, arc cosx, arctanx, arccotx, arc sec x, arc cosecx, 


no sólo para representantar un valor cualquiera de los arcos cuya función 
trigonométrica sea igual a x, sino aquel que tiene el valor numérico más 
pequeño. O bien, si esos arcos son iguales dos a dos y de signo contrario, 
aquel que tiene el más pequeño valor positivo. En consecuencia, 
arc sen x, arc tan x, arc cotx, arc cosec x son arcos comprendidos entre 
los límites — > y + E y arc COS x, arc sec x son arcos comprendidos entre 
los límites 0 y í. 

Cuando se supone y=f(x)yAx=:¿=ab, la ecuación (1), cuyo 
segundo miembro tiene como limite q y, puede presentarse bajo la forma 


22 dy+ 
AJOS 


en donde $ designa a una cantidad infinitamente pequeña, y se concluye 
(6) Ay=a(dy+P). 
Sea z una segunda función de la variable x. Se tendrá también 
Az=a(dz+y), 


donde y designa también a una cantidad infinitamente pequeña. Se 
encontrará enseguida 


Az_dz+y 
Ay dy+P” 


y luego, pasando al límite, 


2 Se refiere nuevamente al Análisis Algebraico. 
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(7) n= A A 


Así, la razón entre las diferencias infinitamente pequeñas de dos funciones 
de la variable x tiene como límite la razón entre sus diferenciales o sus derivadas, 

Supongamos ahora que las funciones y y z están relacionadas por la 
ecuación 


(8) z=F(y). 
Se concluirá 


Az EOEDY)=P 
Ay A) 
luego, pasando al límite y tomando en cuenta la fórmula (7), 
Az 


(9) AY 


dza=F'(y)dy, 2 =y F' (y). 


La segunda de las ecuaciones (9) coincide con la ecuación (3) de la 
lección anterior. Además, si se escribe en la primera F(_y ) en lugar de 
z, se obtendrá la siguiente 


(10) dFE(y)=F' (59) dy, 


que por su forma es semejante a la ecuación (4), y que sirve para 
diferenciar a una función de y, aun cuando y no sea la variable 
independiente. 


ze : 
==="F' (y), 
de 


3 Esta relación servirá para resolver el problema de encontrar el valor de una fracción cuyos 
numerador y denominador son funciones de la variable x y que presentan un valor de la 


forma : (problema 4 de la sexta lección) y que retomará una solución propuesta por 


L'Hópital. Lo relevante es que Cauchy parece encontrar aquí la expresión correcta del 
problema: el cociente de las diferencias infinitamente pequeñas de dos funciones (y no de 
dos cantidades cualesquiera como lo trata L'Hópital en su definición de diferencial en la 
sección 9 de su obra. Cfr. nota 5 de la sexta lección) debe ser sustituido por el cociente de 
las transformadas de esas funciones, el cociente de sus diferenciales o el cociente de sus derivadas. 
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Ejemplos: 

d(a+y)=dy, d(-y)=-dy, d(ay)=ady, de=0 dy, 
2 

ay= 2, ly» 2242, ¿ly 4 


5 J 


yo...) 


d(axX”)=adx”"=max"” "dx, qe ERA EN 


dsenx_cosxidx dx dx 
disen == —— == === — lan A 
sen x snx tanx sen x cos x 
La primera de esas fórmulas prueba que la adición de una constante y 


una función no altera a la diferencial ni, en consecuencia, a la derivada, 


X 


(Sexta lección) 


Uso de las diferenciales y de las funciones 
derivadas para la solución de varios problemas 
Máximos y mínimos de funciones de una sola 

variable. Valores de fracciones que se 


representan bajo la forma > 


Después de haber aprendido a formar las derivadas y las diferenciales 
de las funciones de una sola variable, vamos a indicar ahora el uso que 
podemos hacer de ellas para la solución de varios problemas. 


Problema 1. La función y =f ( x)) se supone continua respecto a x en la 
vecindad del valor particular x = xo. Se pregunta si a partir de este valor, la 
función crece o disminuye mientras que se hace crecer o disminuir a la variable. 


Solución Sean Ax, A y los incrementos infinitamente pequeños y 
; A : Ll AX ; ae 
simultáneos de las variables x,y. La razón ma tendrá por límite 
y 


dx : e a 
E = y". Se debe concluir que, para valores numéricos muy pequeños de 


dy 
A x y para un valor particular xs de la variable x, la razón ne será positiva 
DA 


si el correspondiente valor de y" es una cantidad positiva y finita, y 
negativo si este valor de y” es una cantidad finita pero negativa. En el 
primer caso, al ser del mismo signo las diferencias infinitamente pequeñas 
Ax, Ay, la función y crecerá o disminuirá, a partir de x= xw, al mismo 
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tiempo que la variable x . En el segundo caso, al ser de signos contrarios 
las diferencias infinitamente pequeñas, la función y crecerá si la variable 
x disminuye y decrecerá si la variable aumenta. 

Al admitir estos principios, y al concebir que la función y=f(x) 
permanece continua entre dos límites dados x=xp, x=X, si se hace 
crecer a la variable x por grados insensibles desde el primer límite hasta 

"el segundo, la función y crecerá siempre que su derivada, al ser finita, 
tenga un valor positivo; y será decreciente siempre que esta misma 
derivada tenga un valor negativo. Así la función y no podrá dejar de crecer 
para disminuir, o de disminuir para crecer, mientras que la derivada y 
pase de positivo a negativo o reciprocamente. Es importante observar 
que, en este caso, la función derivada deberá anularse si no deja de ser 
continua!, > 

Cuando un valor particular de la función f(x ) rebasa a todos los 
valores vecinos; es decir, todos aquellos que se obtendrían al hacer variar 
axen más o en menos una cantidad muy pequeña, este valor particular 
de la función se llama un máximo. 

Cuando un valor particular de la función f( x ) es inferior a todos 
los valores vecinos, éste toma el nombre de mínimo. 

Dicho ésto, es claro que si las dos funciones f(x), f' (x) son 
continuas en la vecindad de un valor dado de la variable x, este valor 
sólo podrá dar un máximo o un mínimo de f(x) si f' (x ) se anula. 


Problema IL. Encontrar los máximos y mínimos de una Junción de la 
variable x. 
Solución. Sea f(x ) la función propuesta. Se buscarán primero los 





! Cauchy considera necesaria la hipótesis de la continuidad de la función derivada para 
poder asegurar, de acuerdo con el teorema del valor intermedio demostrado en el Análisis 
Algebraico (Cap.JI, $2, teorema 4), que dicha función deberá anularse al pasar de positiva a 
negativa. Así, la condición de continuidad que es suficiente para satisfacer la condición del 
valor intermedio es pensada por Cauchy como una condición neosaria. 

De hecho se sabe que hay funciones discontinuas que cumplen con la condición del 
valor intermedio, como es el caso de la función 


Fx)-= sen para xi 0 


Jf(x)=0 paraxr=0. 
Sabemos también que para una función real y diferenciable la función derivada se anula 
independientemente de que sea continua, cuando la función cumple la condición descrita 
por Cauchy. 
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valores de x para los cuales la función f ( x ) deja de ser continua. Á cada 
uno de esos valores, si es que existen, corresponderá un valor de la función 
y que será ordinariamente una cantidad infinita, o un máximo o un 
mínimo. 

Se buscarán, en segundo lugar, las raíces de la ecuación 


(1) f'(x)=0 


con los valores de x que hacen a la función f” (x) discontinua, y entre 
los que se debe colocar en primer lugar aquellos que se deducen de la 
fórmula 


le 

f'(x) 

Sea x = xo una de esas raíces o uno de esos valores, El valor correspondi- 
ente de f(x), a saber f(x), será un máximo si, en la vecindad de 
x= xo ,la función derivada f ' ( x ) es positiva para x < xo y negativa para 
x> %o. Por el contrario, f ( xo ) será un mínimo si la función derivada 
f'(x) es negativa para x< xo y positiva para x>xo. En fin, si en la 
vecindad de x=x0, la función derivada f ' (x) fuera constantemente 


positiva o negativa, la cantidad f ( xo ) no sería más ni un máximo ni un 
mínimo”. 


(2) f'(x)=i0 0 





2 Podemos decir que los métodos para encontras los máximos y mínimos de una curva se 
encuentran en el origen mismo del cálculo diferencial. Ciertamente Leibniz hace públicas 
las reglas de su nuevo cálculo, “el algoritmo de este nuevo cálculo llamado cálculo diferencial”, 
en su Nova Metbodus pro Maximis et Minimis, itemque Tangentibus quae nec -fractas nec irrationales 
quantitates moratur et singulare pro ¡lis calculi genus, de 1684. La diferencia de una magnitud y 
es introducida en este texto de la siguiente forma: 

Si V es una curva cuya ordenada en un punto se denota por v y x es la abscisa sobre el eje. Si 
abora VB representa a la tangente a la curva en el punto considerado y B es la intersección de esta 
tangente con el eje. Si dx es una magnitud cualquiera (representada por un segmento de recta arbitrario), 
du (la diferencia de v) será una magnitud que es a dx como u es a XB (la longitud del segmento del 
eje considerado entre el origen y el punto B). 

A partir de estas consideraciones Leibniz es capaz de proponer las reglas para su nuevo 
método: si 4 es constante (se trata claramente de una recta paralela al eje) da=0. Si 
v=2-y+w0+x,du=da—dy+dw+dx. También se tiene d(xy)=ydx+xdy etc. 
Sobre las reglas de los signos, y el cambio de signo para do, Leibniz continúa. 

En lo que se refiere a los signos, señalemos que sí bien en el cálculo pasamos simplemente de una 
letra a su diferencial, conservamos de manera natural los mismos signos, pero cuando se hacen explícitos 
los valores es decir, cuando se examina la relación entre v y x (la abscisa del punto de la curva en el 
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a : 2 1 A ; a 
Ejemplos. Las dos funciones, 77 que devienen discontinuas al pasar 


de valores reales a imaginarios, en tanto que la variable x disminuye al 
pasar por cero, obtienen, parax = 0, un valor nulo, el cual representa un 
mínimo de la primera función y un máximo de la segunda. 


: 2 : ya 

Las dos funciones x%, x3, cuyas derivadas pasan de positivas a 
negativas al reducirse a cero o a infinito para el valor cero de x, tienen 
ambas a cero como valor mínimo, En lo que se refiere a las funciones 


e ya , cuyas derivadas devienen también cero e infinito para x= ( pero 
que permanecen positivas para todos los valores de x, ellas no admiten 
ni máximo ni mínimo. 

La función 4+px+4, cuya derivada es 2x+ P. toma para 


x=- 5 p el valor mínimo q — ; p”, lo cual se verifica fácilmente al poner 
2 
a la función bajo la forma (+. 2? ] +q- 37. 


Ue e 
EN e : 
mínimo y Parax= L e cuando A rebasa a la unidad. 


La función o cuya derivada es | Le-Lx), toma para x= e el 


La función é= cuya derivada es al 2) toma el valor 


:N Le 
valor máximo a 





que su ordenada es y) es cuando se concluye si el valor de de es positivo o negativo. Así, puesto que 
las ordenadas v crecen y decrecen, de será a su vez una magnitud positiva o negativa, Ninguno de 
los dos casos se presenta en un punto M, en donde w no crece ni decrece sino que permanece estacionaria 
J por lo tanto d v=0. En ese punto la ordenada v es máxima (o minimo dependiendo de si presenta 
al eje una convexidad o concavidad). 

Lo importante no es tanto mostrar cómo estos métodos de máximos y mínimos, 
vinculados de manera inseparable con los métodos para encontrar las tangentes, se 
encuentran en el origen del cálculo diferencial, sino el señalar más bien cómo es que para 
Leibniz el manejo algorítmico de este nuevo cálculo surge a partir del problema geométrico 
de las tangentes. Más allá del procedimiento inaugurado por Descartes, el cálculo surge a 
partir de la geometría. 

Esto nos permite trazar la distancia que separa a Cauchy de esos remotos orígenes del 
cálculo. La definición de los conceptos básicos se hace sobre una base puramente analítica, 
y estos procedimientos analíticos permiten resolver algunos de los más añejos problemas 
de la geometría, pero de ninguna manera los conceptos del cálculo (el concepto de derivada 
en este caso) dependen de su aplicación e interpretación geométricas, 
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E E ' ia 
La función x*e*, cuya derivada es € de 1 ) toma para 
x= a el valor máximo 4 £ * 


Problema IIL Determinar la inclinación de una curva en un punto dado. 


Solución. Consideremos a la curva que tiene por ecuación, en 
coordenadas rectangulares, y =f(x). En esta curva, la cuerda trazada 
desde el punto ( x, y)” hasta el punto (x+Ax, y +4 y) forma, con el 
eje de las x prolongado en el sentido positivo, dos ángulos, uno agudo y 
el otro obtuso. De estos ángulos el primero mide la inclinación de la 
cuerda con respecto al eje de las x. Si el segundo punto se aproxima a 
una distancia infinitamente pequeña del primero, la cuerda se confundirá 
sensiblemente con la tangente de la curva trazada en ese punto; y la 
inclinación de la cuerda, respecto al eje de las x, deviene la inclinación 
de la tangente o bien la inclinación de la curva respecto al mismo eje. Dicho 
ésto, ya que la inclinación de la cuerda tendrá por tangente 


a £ s .. A 
trigonométrica el valor numérico de la razón a es claro que la 
zx 


inclinación de la curva tendrá por tangente trigonométrica el valor 
numérico del límite hacia el cual converge esta razón; es decir, el valor 
LY 

dx 


numérico de la función derivada y” = 





* Indicaremos aquí a los puntos con ayuda de sus coordenadas entre paréntesis. En muchos 
casos también indicaremos a las curvas por sus ecuaciones [Nota de Cauchy]. 

3 Hasta antes de la introducción del nuevo cálculo de Leibniz, el problema del cálculo de 
las tangentes había encontrado básicamente dos métodos de solución: un método cuyo 
origen se remonta a Descartes, basado en el cálculo de las raices comunes de la curva y la 
tangente, y uno de Fermat. Como ha sido señalado en numerosas ocasiones, la novedad del 
Nuevo Método de Leibniz es doble: el poder ser tratado a partir de unas simples reglas de cálculo; 
y el de permitir ver (a pastir de su manejo puramente algorítmico) que este problema del 
cálculo de las diferencias es inverso (utiliza un algoritmo inverso) al método o cálculo de las 
sumas, usado para el cálculo de la cuadratura de la curva (Cfr. nuestras anotaciones a la 
lección 26). 

Pero en lo que se refiere a la manera en la que Cauchy introduce la aplicación de las 
derivadas para la solución de estos problemas, nos parece que, pese a la diferencia que ya 
señalamos respecto de la forma en la que se introduce el concepto mismo de función 
derivada (Cf. nota 4 de la tercera lección), hay una gran semejanza con el estilo de Lagrange. 
Este autor en su 7zoría de Funciones Analíticas, después de introducir de manera puramente 
algebraica a las funciones derivadas, dedica la segunda y tercera partes de su obra a las 
aplicaciones a la geometría y a la mecánica, Lo realmente significativo de esta presentación 
— y es a este estilo al que se pliega Cauchy en esta lección— radica en que dichas aplicaciones 
del concepto de función derivada son posibles a partir de la naturaleza misma de ese 
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Si el valor de y” es cero o infinito, la tangente a la curva será paralela 
o perpendicular al eje de las x. Y ésto es ordinariamente lo que sucede 
cuando la ordenada y deviene un máximo o un mínimo”. 


Ejemplos: 
yJ=A, y=X, e y=%, 
a 


y PEÁR, y=SENX, .... 


e 
1l 
Ea) 


Problema IV. Se pregunta por el verdadero valor de una fracción cuyos 
dos términos son funciones de la variable x, en el caso en el que se atribuya a esta 
variable un valor particular, para el cual la fracción se presenta bajo la forma 


indeterminada : a 





concepto; de su naturaleza puramente algebraica Lagrange extrae la posibilidad de su aplicación 
tanto a la mecánica como a la geometría, La forma algebraica contiene ya la posibilidad de 
su interpretación geométrica, 

Una curva es ante todo la gráfica de una función f(x), la línea recta que es tangente a 
la curva en un punto es también la gráfica de una función (lineal) g ( x ) que coincide con 
J(x) en un único punto xp. De la igualdad f( xo) = 4 (x0 ) se tiene, al tomar el desarrollo 
en serie de la función f(x + 6): 


2 3 
Slati)=/(o)rif(a)rzf" (a) gS Ga) re... 


Como g (xo + 1 ) debe ser mayor o menor que f( xo + 7) sin importar que ¡sea positivo 
o negativo; y debido a que g(x)=4x+b, g(wmiti)=a(mt+i)+rb= 
£(0) + 41<f (0m+ 1). Como esta diferencia debe desaparecer conforme ¿ desaparezca, 
se ve que f * (xp ) coincide con a. 

Como se puede observar, el concepto de función derivada del cual parte Cauchy difiere 
de aquel del que parte Lagrange, sin embargo, en ambos casos, la expresión formal es la que 
garantiza la interpretación geométrica, 

* Es importante señalar que Cauchy hace esta observación después de haber mostrado, en 
los problemas l y [l, que la derivada se anula, si es continua, en un punto máximo o minimo 
debido a que pasa de un valor positivo a un valor negativo — o viceversa— . 

La interpretación geométrica que se presenta en el problema III permite mostrar que la 
derivada se anula en un máximo o un mínimo, si es que la derivada existe en dicho punto, 
al margen de que sea o no continua, Cauchy está pues más interesado en mostrar una 
consecuencia de una propiedad analítica (de continuidad) de una función, que en deducir 
una consecuencia a partir de la interpretación geométrica de la derivada. Esto muestra el orden 
de los problemas analizados: la derivada puede ayudar a encontrar la inclinación de una 
curva una vez que ha servido para mostrar que una función es creciente o decreciente según 
que la derivada sca positiva o negativa. 
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Solución. Sea la fracción propuesta, y y z designan a dos 


funciones de la variable x; supongamos que el valor particular x=xw 
reduce esta fracción a la forma - - es decir, anula a las funciones y y z.. Si 
se representan por Ax, Ay, Azlos incrementos infinitamente pequeños 


y simultáneos de las tres variables x, y, z, se tendrá para un valor 
cualquiera de x 


Z o, zZ+AzZ 
$=== lim 
y IFA) 
y, para el valor particular x= xo, 
3 s= Um az = ez e 
6) Ay dy y 


a E 
Así el valor buscado de la fracción s as coincidirá generalmente con 


el de la razón ze o sa 


dy 


Ejemplos. Se tendrá, para x= 0 











x 1 Xx +x 
parax=1, de a A 
O E E ES 


5 El método aquí descrito para resolver una indeterminación de la forma > conocido como 


la regla de L'Hepital es tratado por vez primera en el Analyse des Infiniment Petits del Marqués 
de L'Hópital (sección 9). El solo enunciado de la versión original de este problema muestra 
con claridad la distancia que separa el nuevo estilo analítico de Cauchy (Gfr. nota 3) del 
viejo estilo del cálculo que partía necesariamente de un razonamiento geométrico. L'Hópital 
trata el siguiente 

Problema: Sea una línea curva AMD (AP = x, PM = y, AB = a) tal que el valor de la ordenada y 
se exprese mediante una fracción cuyo numerador y denominador devienen cero cenando x = a; €s decir, 
cuando el punto P cae sobre el punto B. Se pregunta cuál debe ser entonces el valor de la ordenada. 

L'Hópital trata aquí del problema planteado por un cociente cuyos términos devienen 
infinitamente pequeños. La solución propuesta por Cauchy parte de esa misma consideración, 
el cociente de dos diferencias infinitamente pequeñas, pero es remitido al ámbito legitimo 
del cálculo y se resuelve a través de las diferenciales y las derivadas de las funciones cuyas 
diferencias son infinitamente pequeñas (Cfr. nota 3 de la cuarta lección). 


XI] 
(Séptima lección) 


Valores de algunas expresiones que se presentan 
bajo las formas indeterminadas 2,0”, ... 


Relaciones que existen entre la razón de las 
diferencias finitas y la función derivada 


Hemos considerado en la lección anterior a las funciones de la 
variable x que para un valor particular de la variable se presentan bajo la 
forma indeterminada $. Es frecuente que esta forma indeterminada sea 


reemplazada por alguna de las siguientes: E, o” ox 00, 0..... Ásí, cuando 


f(x) crece indefinidamente con x, los valores particulares de las dos 
funciones 


A x ) 1 
a LA x ) y > A 
para x=00, se presentan bajo las formas indeterminadas Á, e. Esos 


mismos valores pueden, en general, calcularse fácilmente con ayuda de 
dos teoremas establecidos en el Análisis Algebraico”. Pero nos limitaremos 
aquí a mostrar con algunos ejemplos cómo se pueden resolver los 
problemas de esta especie. 


1 Se trata de los teoremas 1 y 2 del capitulo Il, $ 3. 
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Pongamos en primer término a la función E Á designa a un 


número mayor que la unidad, y preguntémonos cuál es el verdadero valor 
de la función para x= 00. Se observará que para los valores de x que son 


1 3 s : A 
mayores que y 7 la función derivada es siempre positiva y entonces la 


función dada será siempre creciente con x. De hecho, si se representa con 
m a un número entero susceptible de un incremento indefinido, la 
expresión 





m Ñ m = 
E E E A Ly 
m m m 2 


(m-1)(m-2) E 
55 (A-1)+... 


tendrá evidentemente como límite al infinito positivo. Se tendrá en 
consecuencia 


(1) 


lim —=00. 
e 


Resulta de esta última fórmula que la exponencial A", cuando el número 
A rebasa a la unidad, crece con mucho mayor rapidez que la variable x? 


Busquemos, en segundo lugar, el verdadero valor de la función E 


parax = 00 ,la base de los logaritmos es un número A superior a la unidad. 
Al hacer y = L x se encontrará 


Le de 
E AD 


? Este ejemplo ya fue analizado por Cauchy en el Análisis Algebraico (Cap. 11, $3) como un 
corolario del teorema 1 (Cf. nota 1). Es importante hacer notar que el análisis que lleva a 
cabo Cauchy ahora se encuentra también justificado por los procedimientos del análisis 
algebraico que ya hemos señalado, En este caso Cauchy se apoya sobre la fórmula del 
binomio de Newton -y sobre la propiedad arquimediana de los números reales para 
corroborar una conclusión extraida del problema 1 de la sexta lección. 
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» E 1] e 1 od 
y como la función >7) tendrá por límite Es 0, se concluirá 
Á 


(2) Lx 


lim —=0. 
x 


Resulta que, en un sistema cuya base es superior a la unidad, los logaritmos 
de los números crecen mucho menos rápidamente que los números mismos”. 
Busquemos ahora el valor de x% para x=00. Como se tendrá 


evidentemente 
I Lx 


“=Ar, 


se concluirá 
í 
(3) lima=A=1. 


Cuando se reemplaza, en las fórmulas (2) y (3), x por - , se concluye 


que las funciones x /x y 4" convergen respectivamente a los límites 0 y 1, 
mientras que se hace converger x al límite cero. 

Vamos a dar a conocer ahora una relación digna de ser observada* 
y que existe entre la derivada f ' (x ) de una función arbitraria f(x) y 


e : z fA+h)— f(x) , q 
la razón de las diferencias finitas , . Si en esta razón se 


atribuye a xx un valor particular de xo, y si se hace xo + 4 =X, tomará la 
forma COL), Dicho ésto, se establecerá sin dificultad la proposi- 
ción siguiente: 

Teorema. Si la función f( x ) es continua entre los límites x=x4 x=X, 


y sí se designa con A al valor más pequeño, y con B al más grande, de la función 
derivada f ' ( x) en ese intervalo la razón de las diferencias finitas 


6) FOO -£0o) 

Xx 
estará necesariamente comprendido entre A y B. 
A Cfr. Corolario 1 del teorema 1, Cap. 11, $3. 


* Se puede consultar sobre este punto una Memoria de M. Ampére, en el cuaderno XIII dei 
Journal de U'École Polytéchnique. [Nota de Cauchy] 
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Demostración. Designemos por 3, £ dos números muy pequeños, 
el primero se elige de tal modo que, para valores numéricos de ¿ menores . 
que Ó, y para un valor cualquiera de x entre los límites xo y X, la razón 


ATAR ES 


i 


es siempre mayor que f * (x)-— e y menor quef* (x) + e. Si, se interpo- 
nen 2 — 1 nuevos valores entre los límites x y X de la variable x, a saber 


M4, A, ... $ Xn—=1, 
de tal manera que se divida la diferencia X— xo en elementos 
—%, ax-%, ..» Á=Xg-1, 


que al ser todos del mismo signo tengan valores numéricos inferiores a 
9, entonces las fracciones 


(5) val x1) -f(o y AE: 2) Ex x ) LAO -/(n-1) 


XxX — aX X-xn-1 


que se encuentran comprendidas, la primera entre los límites 
S"(m)-E f'(%)+€, la segunda entre los límites f” (x;)- E, 
f'(x9+€,..., serán todos mayores que la cantidad A— €, y menores 
que la cantidad B + e, De hecho, si se divide la suma de los numeradores 
de las fracciones (5) entre la suma de sus denominadores se obtiene, en 
virtud de que los denominadores son del mismo signo, una fracción 
media, es decir comprendida entre la más pequeña y la más grande de las 
consideradas (Cfr. Análisis Algebraico, Nota Il, teorema 12 2 La expresión 
(4), con la cual esta media coincide, estará ella misma comprendida entre 


* El teorema 12 de la nota 11 del Análisis Algebraico asegura que si br, ... bx son rn cantidades 
del mismo signo y 41,... 44 son n cantidades cualesquiera se tendrá 
A ET 
h+bi+... + ba bb" ba 
en donde el segundo miembro de la igualdad denota a un valor comprendido entre las 
fracciones 
e 


h e Rd 
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los límites 4 - €, B + €, y como ésto vale,no importa cuán pequeño sea 
el valor de £, se puede afirmar que la expresión (4) estará comprendida 
entre Á y B. 


Corolario. Si la función derivada f ' ( x ) es también continua entre 
los límites x= xw,x=X, al pasar de un límite al otro esta función variará 
de tal modo que permanece siempre entre los dos valores A y B y toma 
todos los valores intermedios. Así, cualquier cantidad media entre 4 y 
B será un valor de f ' ( x ) que corresponde a un valor de x comprendido 
entre los límites xv y X= xo + h, o igualmente, a un valor de x de la forma 


a+t0b=w0+0(X—xw), 


donde O designa a un número menor que la unidad. Al aplicar esta 
observación a la expresión (4), se concluirá que existe entre los límites 0 
y 1 un valor de O capaz de verificar la ecuación 


ALA [xo +0(X-x0)]* 


o, lo que es lo mismo, la siguiente 


6) REDES 


Esta última fórmula deberá subsistir, cualquiera que sea el valor de 
x representado por xo, siempre y cuando la función f(x ) y su derivada 
f'(x) permanezcan continuas entre los valores extremos x=x0, 
x=x +»6, Se tendrá generalmente bajo esta condición 


(7) LA sa =f'(x+05), 


además, al escribir Ax en lugar de 4, se obtendrá 


(8) Ffx+Ax)-fx)=f (x+B0Ax)jAx. 


5 Cfr. nota 2 de la lección 3, Claramente esta igualdad se apoya, debido a que se supone que 
la función f(x) es continua, en el teorema del valor intermedio. 

Nuevamente Cauchy supone necesaria la condición de continuidad de la función 
£' ( x) para probar este resultado conocido como el teorema del valor medio. Sabemos que 
dicha condición no es necesaria, 
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Es importante observar que en las ecuaciones (7) y (8), O designa 
siempre a un número desconocido pero menor que la unidad. 


Ejemplo. Al aplicar la fórmula (7) a las funciones *, de, se tiene 


(rr RS ai Hx+h)-lx__ 1 
P =4(x-90hY ”, n 06 





XII 


(Decimasegunda lección) 


Diferenciales y derivadas de distintos órdenes 
para las funciones de una sola variable 
Cambio de la variable independiente 


Como las funciones de una sola variable x tienen comunmente por 
derivadas a otras funciones de esta variable, es claro que de una función 
dada y =f( x), se podrán deducir en general muchas funciones nuevas 
en donde cada una será la derivada de la precedente. Esas nuevas 
funciones se suelen llamar derivadas de diversos órdenes de y o f( x ), y se 
les indica con ayuda de las notaciones 


(») 


r 


, , ” 10 YU 
de AO E TO UE O IES 


O 


FOOD AO A. 


Dicho ésto, y* of” ( x ) será la derivada de primer orden de la función 
propuesta y =f( x ); y" of” ( x) será la derivada de segundo orden de y y 
al mismo tiempo es la derivada de primer orden de y”, ...; yo 

JO) (x) (rr designa a un número entero cualquiera) será la derivada de 
orden » de y, y al mismo tiempo la derivada de primer orden de y E 

Sea ahora dx= h la diferencial de la variable independiente x. Se 
tendrá, después de lo que se acaba de decir, 

(1) 52% E pu De y a salar 
dx? dx Le AS dx 
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o, lo que es lo mismo 
O) dy=y hb dy = yb dy = bs dy, 


Además, como la diferencial de una función de la variable x es otra 
función de esta variable, nada nos impide diferenciar a y varias veces 
seguidas. Se obtendrán de esta manera las diferenciales de diversos órdenes 
de la función y, a saber: 


AA 
ddy=hdy' =y"b=y"dk, 
dddy=Pdy" =y9 "Pay de, 


Para abreviar, se escribe simplemente 4? y en lugar de ¿4 y,d* y en 
lugar de dd dy... ; de modo que la diferencial de primer orden está 
representada por dy, la diferencial de segundo orden por d?y, la de 
tercer orden por d? y... , y en general la diferencial de orden » por 
d” y . Admitidas estas convenciones, se tendrá evidentemente 


dy=y dx, diy=y "dk, diy=y "dk, 


(3) : 
dd ii, By 4d, 
y en consecuencia 
O SS 
AA de y de 
E O AO, 
de E dx 


Resulta de la última fórmula de (3) que la derivada de orden »=, a 
saber 14"), es precisamente el coeficiente por el que se debe multiplicar 
la im" potencia de la constante h= dx para obtener la diferencial de 
orden m. Es por esto que 1”? es llamado en ocasiones el coeficiente 
diferencial de orden n!, 


* Como lo comentamos anteriormente (Cfr. nota 4 lección 3), la introducción del concepto 
de función derivada no arroja de manera inmediata la introducción de las derivadas de 
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Los métodos por los cuales se determinan las diferenciales y las 
derivadas de primer orden para las funciones de una sola variable, sirven 
igualmente para calcular sus diferenciales y sus derivadas de Órdenes 
superiores. Los cálculos de esta especie se efectúan con mucha facilidad 
como lo muestran los ejemplos siguientes. 

Hagamos primero y = sen x. Si se designa por 4 a una cantidad 
constante, se tendrá en general 


dsenlx+a)=cos(x+4)d (x+4)=sen (eraror dx, 


por lo que se concluirá 


dsena= son x+3n Jer, 


d sen +51 Juntermas, 


dsen(x+T)=sen (er hn Jax. 


00. ens nas on. oso nr .o có... pee n.o ss... on. , 





órdenes superiores. Pero es claro que si bien la derivada de la función f(x) se introdujo 
como el límite al que tiende el cociente 420420 cuando ¿ tiende a cero, Cauchy no 
está interesado en señalar, por ejemplo, que la segunda derivada de f(x ) es ahora el límite 


“Axio ns . ñ A ES 
zm 2) cuando í tiende a cero. Su interés se centra más bien en mostrar 


(0) 
que si se tiene y' = A también se tendrá y” = E es decir, más que presentar a la 
x 


del cociente 


derivada — de cualquier orden— como un límite, la introduce como un coeficiente diferencial 
— de un cierto orden— . 
Ya habiamos señalado también en nuestra nota 1 a la lección 4 que la reintroducción de 


la diferencial como una operación sobre una función, y la igualdad ,” = a señalaban ahora 


el retorno de Cauchy a la senda del Cálculo Diferencial en la tradición dada por Euler en 
sus Institutiones Calculi Differentialis (de 1755). Para Euler, en efecto, el estudio de la razón 
entre dos cantidades evanescentes, dy y dx, cociente que toma en un primer momento la forma 


. y que sin embargo puede ser una cantidad finita y determinada, es el objetivo central del 


cálculo diferencial. 
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y en consecuencia se tendrá para y = sen x 


An 1 
y sn) 


y" =sen(x+1T), 


y" =sen (=+32 ) 


n 
y 0) sen (+. ns ) 
Al operar de igual manera, se encontrará también para y = cos x 


y = 000 x+27 ) 


y" =cos(x+m), 


nm —_ 3 
y =008[x+3x ) 


y = cos (9.3 ) 
paray=4', 
y =AFIA, 
y =AF(IA y, 
yU=AF UA)”, 


.. 3 


AUOSAFIA)" 
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paray=x”, 
y zab7!, 


y =a(a-1yé7?, 


ea o pr. ac. cs. a. ».». y 


y4M=a(a-1)(a-2)... (a-n+1)4 7”. 
Es fundamental observar que cada una de las expresiones 
1 1 ee Ea 
sen | x+ 3" rn |,cos| x+ 3” 7 ladmite sólo cuatro valores distintos, 
los que se reproducen periódicamente y siempre en el mismo orden. Esos 
cuatro valores, de los cuales obtenemos el primero, el segundo, el tercero 
o el cuarto según que el número entero » dividido entre 4 dé como residuo 
O, 1,2, 6 3, son respectivamente sen Xx, COS X, — SEN X, — COS X Para la 


; 1 
expresión sen | x+ ¿ar |, y cos x,-senx,-cosx, senx para la 


”», 1 , » : A 
expresión cos| x+>2 TT Además, si en las funciones AX, se 
2 
sustituye la letra A por el número e, que sirve de base para los logaritmos 
neperianos, y la cantidad a por el número z, se reconocerá que las 


. . » de . 
derivadas sucesivas de e son todas iguales a é”, mientras que para la 


función x” la derivada de orden » se reduce a la cantidad constante 
1,2,3,... x=, y las siguientes a cero”. 

Al sustituir las diferenciales en lugar de las derivadas, se obtendrán 
las fórmulas que acabamos de establecer 





2 Si y=x" entonces ye 1)=0. Este hecho constituye, más que un mero ejemplo, el 
resultado que permitirá mostrar más adelante que una función entera de la variable x de 
grado n podrá tener tan sólo 2 + 1 términos en su desarrollo de Taylor (Cfr. lección 37) y 


que la diferencial d** 'y de una función entera de grado » es cero. También permitirá 
concluir, a partir del cálculo, que para un polinomio de grado =, una raíz no podrá ser de 


grado mayor que » (a lo más el polinomio se podrá expresar como ( *— xo Y cuando xo es 
una raíz). Así se trata de una propiedad trivial que servirá para apuntalar un teorema central 
del cálculo para la representación de funciones y también para demostrar por un método 
más sencillo (justificante por excelencia de la gran utilidad del cálculo desde Leibniz hasta 
Cauchy) un teorema que es de hecho independiente del cálculo infinitesimal (y que forma 
parte del Análisis Algebraico). 
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d” sen x= sen [erznn jas, 


d” cosx=cos (++ za jaz, 


ASA CIAY dx”, 

d"E=fédx”, 
d*(x%)=a(a-1)..(aon+1)é "de, 
d*(2)=1:2-3..ndx, 


O Da, 


Consideremos también a las dos funciones f(x+ a) y f( ax). Se 
encontrará, paray=/(x+a.), 


Y =P (ara) y =P (ad OS lara), 
dy=pM(x+a) dx”; 
y paray=f(ax), 
y =af (10), =P f a) OA (a, 
Py O ada”; 
Ejemplos: 
d(x+ta)"=1-2-3-..ndx", dre af dx” dsenax=.... 


Sean ahora y =f ( x ) y z dos funciones de x relacionadas entre sí por 
la ecuación 


(5) 2=F(5). 


Al diferenciar esta ecuación varias veces seguidas, se encontrará 
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(6) — dz=F'(y)dy, 
de=PU(y d+ FAY, 
Dz EF" (y)dy +3" (9) dy dy FUN, 


Ejemplos: 
d*"(a+y)=d”y, 
d"(-y)=-d y, 
d"(ay)=ad* y, 
d"(aX)=1-2:3...nadí, 
de=0 dy, 
de=o (d+ dy), 
dee (dy+3dyd y dy), 


Si la variable x dejara de ser independiente, la ecuación 


(7) IF), 


daría lugar a nuevas fórmulas totalmente análogas a la ecuación (6), al 
diferenciarse varias veces seguidas, a saber: 


dy=f (x)dx, 
e ¿y=f (dé (dx, 
Py) dé 43 (dr dif 0d, 


y de éstas se concluirá 
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fin=2, 


2 2 
ve dadiy=dydis 1 dy 
f (Ex) de PCE 


(9) pe dx(dxd*y-dyd*x)-3d*x(dxd*y-dyd*x) 
f"(x)= qe 


¿1 ¡dxdiyodyds 
dx de 


Para regresar al caso en el que x es la variable independiente, bastará 
suponer que la diferencial dx es constante, y asiíd*x=0,d*%x=0,.... 
Entonces las fórmulas en (9) devienen 


2 3 
0 an Y, 

es decir se reducen a las ecuaciones de (4). Al comparar estas últimas con 
las ecuaciones de (9), y si se expresan las derivadas sucesivas de f(x ) con 
ayuda de las diferenciales de las variables x y y =f( x ); entonces resulta 
que tanto en el caso en el que la variable x se supone independiente como 
en el caso en el que deja de serlo, la derivada de primer orden será la 
única cuya expresión es la misma en las dos hipótesis. Podemos añadir 
que para pasar del primer caso al segundo, se requiere reemplazar 


2 2 2 
EY po yd da 


di dx 
dy dx(dxd*y-—dyd*x)-3d*x(dxd*y-dyd*x) 
de des de A 


Es por medio de sustituciones de esta naturaleza que se puede operar 
un cambio en la variable independiente, 
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Entre las funciones compuestas de una sola variable hay algunas 
cuyas derivadas sucesivas son de una forma muy simple, Pensemos por 
ejemplo que se designan por «, y, 10,... , diversas funciones dex. Al 
diferenciar = veces cada una de las funciones compuestas 


UFV, UD, 4 + uv W—1 , aur+bu+rcwt..., 


se encontrará 
d"(u+v)=d u+d”v, 
(11) d"(u-v)=d*u-d*v, 
dur nl )=dtu+d nal, 


(12) ¿"(aurburco+...)=ad u+rbd*u+cd*w+... 


Se sigue de la fórmula (12) que la diferencial d” y de la función entera 
ya y e ss +pid+gx+r 


se reduce, para 1 =m, a la cantidad constante 1+ 2-3... m- ad” ya 
cero para 1 >m ze 


3 Cfr. nota 2. 


XIII 
(Decimaquinta lección) 


Relaciones que existen entre las funciones de 
una sola variable y sus derivadas o diferenciales 
de diversos órdenes 
Uso de esas diferenciales en la búsqueda de los 
máximos y minimos 


Supongamos que la función f(x ) se anula para el valor particular 
xo de la variable x. Consideremos además que esta misma función y sus 
derivadas, hasta la derivada de orden », son continuas en la vecindad del 
valor particular del que se trata, y que la continuidad subsiste para cada 
una de ellas entre los dos límites x=, x= xo + bh. La ecuación (6) de la 
séptima lección dará 


fa+h)=f(u)+ Af (0+0hb)=5f (+00), 
donde 0 designa a un número inferior a la unidad, o, en otras palabras, 


(1) fFoth)=hf" (a+ hh), 


hs designa a una cantidad del mismo signo de h, pero de un valor 
numérico menor. Si las funciones derivadas f'(x), f(x), .--> 


a 1 LA .. 
f Un Mx) se anulan a su vez para x = xp, se encontrará también 
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(2) f'(arh)=hf"(m+h) 
F"(mthm)=b,f" (xo+h) 


LO at) 1 O (at hn) 


Br, ha, bs, .... hn representan cantidades que serán todas del mismo signo, 
pero cuyos valores numéricos decrecerán cada vez más. De las ecuaciones 
(2) reunidas a la ecuación (1), se deducirá sin dificultad la siguiente 


(3) foathb)=bhb in (0 tn), 


en la cual hb, será una cantidad del mismo signo que h, y el producto 


hb: hi bs... En y, será una cantidad del mismo signo que »*. Añadimos 
g£no q 


Bn h- hi: Piésa bn 


que las dos razones A serán números comprendidos 
b 


entre los límites 0 y 1; de modo que al designar por 8 y O a dos números 
de esta especie, se podrá presentar la ecuación (3) bajo la forma 


(4) forh)=0PfD(0+0b). 


Si imaginamos que la cantidad 4 deviene infinitamente pequeña, la 
fórmula (4) subsistirá siempre, y se encontrará, al escribir ¿en lugar de », 


(5) Fari=0/M (+01). 


Además, como la expresión f(”) ( xo +0 ¿) difiere muy poco de 
£W (0), al tomar valores muy pequeños de í, se deducirá inme- 
diatamente de la ecuación (5) la proposición siguiente 


Teorema 1. Supongamos que la función f( x ) y sus derivadas sucesivas, 
hasta la de orden n, son continuas respecto a x en la vecindad del valor particular 
x=x0 Supongamos además que todas ellas se anulan, con excepción de 
JO x) para este valor. Entonces al designar por ia una cantidad que difiere 
muy poco de cero, y al poner x= xo + i, se obtendrá para f(x) una cantidad 
afectada del mismo signo que el producto PF (xy, 


l EJ problema de un cero múltiple (una raiz múltiple para el caso de un polinomio) sólo 
había sido tratado en el marco del Análisis Algebraico, a propósito del teorema fundamental 
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Es facil verificar este teorema sobre la función 


fo) =(x-m)p(x). 


Cuando la función f(x ) deja de anularse para x=%0, el teorema 1 
puede reemplazarse por el siguiente: 


Teorema Il. Supongamos que las funciones 
EA E 


al ser continuas respecto a x en la vecindad del valor particular x = xo, se anulan 
todas en este valor, con excepción de la primera f(x) y de la última 


f (») (x). Al designar por i a una cantidad que difiere muy poco de cero, se 
obtiene para la diferencia infinitamente pequeña f(xo + 1 f(x ) un valor 


afectado del mismo signo que el producto 1” f 0 (0). 


Demostración. Para deducir el teorema lÍ a partir del teorema l, 
basta sustituir a la función f(x ) por la función f(x) —f (xo ), que tiene 
las mismas derivadas que la primera y que, además, se anula para 
x= xm. En virtud de la misma sustitución, la ecuación (5) se encontrará 
reemplazada por la siguiente: 


(6) fari)-fa)=04/M (+01). 
Si ahora se escribe x en lugar de xo, y si se pone 
fix)=y, Ax=i=ab, 


la ecuación (6) tomará la forma 


(7) Ay=00"(d”y3+P), 


del álgebra (capítulo X) y de la descomposición de fracciones racionales (capítulo XD. 
Ciertamente los recursos del cálculo diferencial sólo pueden ser utilizados para este 
problema hasta que en la lección 12 aparecen las derivadas y diferenciales de distintos 
órdenes. Por lo pronto, y aun cuando la fórmula de Taylor no aparece todavía, la fórmula 
$ mostrará cuál es el primer término que aparece en el desarrollo de la función 
fo + 1). A partir de este primer teorema comienza ya a Cerrasse el ciclo teórico del Análisis 
de Cauchy (que se constituye del amálisis algebraico y del análisis infinitesimal): para una 
función entera, hablar de una raíz múltiple equivale a hablar de que ésta será también raiz 
de sus funciones derivadas. El grado de la raíz está dado por el orden de la primera función 
derivada que no se anula en ese valor. 
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B designa, al igual que a, a una cantidad infinitamente pequeña. De 
cualquier modo es esencial observar que la fórmula (7) subsistirá sólo 
para el valor particular x= xp. 


Corolario. Al aceptar las mismas hipótesis que en el teorema IL, 
supongamos que después de haber asignado a la variable xr el valor xp, se 
atribuye a esta misma variable un incremento infinitamente pequeño. El 
incremento correspondiente de la función f( x ) será, si es que » designa 
a un número par, una cantidad afectada siempre del mismo signo que el 
valor de F("(x) o de d”y que corresponde al valor x= x, Si, por el 
contrario, z representa a un número impar, el incremento de la función 
cambiará de signo junto con el de la variable. 


Hemos hecho ver en la sexta lección que los valores de x, que sin 
hacer discontinuas a una de las funciones f(x), f' (x) dan para la 
primera valores máximos o mínimos, son necesariamente raíces de la 
ecuación 


(8) ACASO 


Así, con ayuda de lo anterior se podrá decidir en general si una raíz 
de la ecuación (8) da un máximo o un mínimo de f(x ). En efecto, sean 
xo la raíz y f (”? ( x ) la primera de las derivadas de f( x ) que no se anula 
conf” (x) para el valor particular x= xp». Supongamos además que en 
la vecindad de este valor particular las funciones f Ea 
o LO (x) sean todas continuas respecto a x. Se sigue claramente del 
teorema Il que f(x0) será un máximo si f("?(xp) tiene un valor 
negativo, al ser 4 un número par, y será un mínimo si f(x ) tiene 
un valor positivo, al ser 7 un número par. Si » fuera un número impar 
y el incremento de la función cambiara de signo con el de la variable, 
J(x) no sería más un máximo ni un mínimo. Al observar que las 
diferenciales d/( x),d*f(x),... se anulan siempre con las funciones 
derivadas f'(x), f"(x), ..., y que para los valores pares de x=, 
d"fx)=f(" (x) dx” tiene el mismo signo que f("?(x), nos vere- 
mos conducidos de manera natural a la siguiente proposición. 

Teorema MI. Sea y =f( x) una función dada de la variable x. Para 
decidir si una raíz de la ecuación dy =0 produce un máximo o un mínimo de 
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la función propuesta, bastará con calcular los valores de dy, dy, dy, ... 
correspondientes a estas raíz Si el valor de d *y es positivo o negativo, el valor de 
y será un mínimo en el primer caso y un máximo en el segundo. Si el valor de 
d*y se reduce a cero, se deberá buscar entre las diferenciales dy, dy, ... a la 
primera que no se anule. Designemos a esta por d "y. Si n es un número impar 
el valor de y no será ni un máximo ni un mínimo. Si, por el contrario, n es un 
número par, el valor de y será un mínimo siempre que la diferencial d "y sea 
positiva, y un máximo siempre que la diferencial d "y sea negativa. 


Nota. Es necesario admitir para el teorema III, al igual que para los 
dos primeros, que la función y y sus derivadas sucesivas hasta la de orden 
n son todas continuas en la vecindad del valor particular atribuido a la 
variable x. 

Si en lugar de tomar por y a una función explícita de la variable x, 
se tomara el valor de y en x dado por una ecuación de la forma 4=0, el 
teorema 1II sería siempre aplicable. Solamente bajo esta hipótesis los 
valores sucesivos de d y, 4? y,d? y,... deberían deducirse de las ecuaciones 
diferenciales 


Ejemplos. Sea 


Xx 


E, 


a designa a una cantidad positiva. Se tendrá 


ly=alx=x. 


2 La determinación del tipo de valor singular en un punto xv en el cual la derivada de la 
función se anula (si es que se trata de un máximo o de un mínimo) no podía quedar resuelto 
completamente en los problemas de la lección 6 ya que, como lo señalamos en la nota 
anterior, es hasta la lección 12 que las derivadas de órdenes superiores se introducen. Vemos 
así cómo un problema que bajo la aproximación puramente geométrica de Leibniz sólo 
puede ser resuelto hasta un cierto punto (si la diferencia se anula se trata de un máximo o 
un mínimo), y que, en la versión de Lagrange, puede, en cambio, ser tratado de inmediato 
visto que en su caso todas las derivadas se introducen de manera simultánea, en las lecciones 
de Cauchy tiene que ser tratado de manera fragmentada: primero se establece que una raíz 
de la función derivada es un máximo o un mínimo, después se establece, dependiendo del 
signo que corresponda a la segunda (o a la primera de las derivadas superiores que no se 
anule en el punto), si es que es uno y otro. 


278 Augustin-Louis Cauchy 


Al diferenciar dos veces seguidas la última ecuación se tendrá 
2 


2 

d a d? d dx 
jale] (e) 
luego, al hacer dy=0, y al hacer abstracción del valor cero, que y no 


puede tomar, 


2 


(9) ad da 
A a a 


Al ser negativo el valor de d *y dado por la segunda de las fórmulas 
de (9), resulta que el valor de x dado por la primera dá un máximo para y. 


XIV 
(Decimanovena lección) 


Uso de las derivadas y las diferenciales 
de diversos órdenes en el desarrollo 
de las funciones enteras 


Es fácil desarrollar a una función entera de x en un polinomio 
ordenado según las potencias ascendentes de esta variable, cuando se 
conocen los valores particulares de la función y de sus derivadas sucesivas 
para x=0. En efecto, designemos por F(x) a la función dada, por = al 
grado de esta función, y por 4o, 41, 42, ... An los coeficientes desconocidos 
de las diversas potencias de x en el desarrollo buscado, de modo que se 
tenga 


(1) Flx)=a+taxraxi+.. +anx. 


Al diferenciar » veces seguidas la ecuación (1) se encontrará 


F(x)=1la4,+2a27x+... +nanx””?, 


(2) F"(x)=1:242+...+(n-1)nanx”"*, 


FEWD(x)=1:2-3... ñ An. 


Si se pone x= 0 en estas fórmulas se concluye 
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a=F(0), 
a=?F(0), 
1 
(3) O O! 
¡NTE ¿ 
da = —L— FM 0), 
12:30. 2 


y la ecuación (1) dará 


F(x)=F(0)+7F'(0) 
(4) E 


E E 
EA 50) 


2 
ES 

+¿XÑ F"(0),+... 
o 


Ejemplo. Sea F(x)=( 1+x)", se obtendrá la conocida fórmula! 


(Met ED 


65) ntrn-—1 —-2 
AD a, 


Sea ahora 1=f(x,y,z,... ) una función entera de las variables 
x,),Z,... y n el grado de esta función; es decir, la suma más grande que 
se puede obtener al añadir los exponentes de las diversas variables 
tomados al mismo tiempo, Si se pone 


F(aj)=f(x+0dx,y+0dy,2+0dz,...), 


F(a ) será una función entera dea. de grado nm, y se tendrá en 
consecuencia 


! Se trata de la fórmula del binomio de Newton para coeficientes enteros, la cual se puede 
encontrar, mas no necesariamente definir, a partir de las derivadas de diversos órdenes. 
Cauchy ha dado ya en el capítulo VI del. Análisis Algebraico la demostración de dicha fórmula 
usando las ecuaciones funcionales, 
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F(a)=F(0)+F'(0) 


2 3 
2 pr ES A 
A E 
F"(0)+ INT FON(o) 
2 1-2+3...2 Í 


Esta última fórmula, en virtud de los principios establecidos en la 
lección catorce? puede escribirse como sigue 


fua+radx,y+0dy,2+0dz,... )= 
(6) : de , 
PE AT EE A. A 
l l 1-2-3 PANA 





u. 


Aclaremos que ella subsiste para cualesquier valor de a, ya sea finito 
o bien infinitamente pequeño. Si para mayor simplicidad se toma 
a = 1, se encontrará 


fr+dx,y+dy,z+dz,...)= 
(7) 


dur... A AS 
1.2-3 1-2-3...2 





1 1 
+7du+ dd us 
Hu 1 u 1-2 u 


En el caso particular en el que las variables x, y, Z,.-. se reduzcan 
a una sola se tiene 





2 Si se toma 4=f(x,y,2,... ) una función de varias variables y P(x,J,2,... ), 
Y (xy Z LUX, 9,24. ), +... son las derivadas parciales de primer orden relativas 
ax,y,z,... si se define la función F(a)=f(x+04+dx,y +0 dy, 2+0Z,... y y si se 
deriva los dos miembros de esta igualdad respecto de a: se obtiene 
F'(a)=p(x+0dx,y+0dy,2+0.d2,... )dx 
+w(x+adx,y+0dy,2+0dz,...)dy+y(x+0dx,y+0dy,2+0dz,... )dz+... 

Al hacer a =0 se tiene 

FE (0)=p(27,Z 1.0. ¿xy (yr 2 A (AZ dat. da. 

Esta igualdad se puede generalizar: se tiene por definición 4=F(0) y se ve que 
F(0)=du, se tendrá también d?4=F"(0),d'u=F"(0),... d u=FM(0). 
Así, asegura Cauchy (lección 14), “para formar las diferenciales totales d« , d a o ES 
bastará con calcular los valores particulares que reciben las funciones derivadas F (a), 
F"(a),.. ¿FO (a y, en el caso en el que la variable QL se anule”. 
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u=f(x), 
du=f (x)dx, 
du=flddk, 
dru=f(x)dx”, 


y se obtiene de la fórmula (7), al reemplazar dx por h 


MES, 
6) 


y pon (1) +... A 
1.2-3 1-2-3..2 


De hecho se podría haber deducido esta última ecuación direc- 
tamente de la fórmula (4), 


Ejemplo. Si se supone f(x) =x” se encontrará 


(ey DO 


(9) 
y 01) oy a Ó ETE, 


Nota. Sif( x ) es divisible por (x— a )”, o dicho en otros términos, 
si se tiene 


3 Este caso deja ver hasta dónde es posible para Cauchy recuperar la fórmula de Taylor con 
los recursos del puro cálculo diferencial. Las funciones enteras son un caso particular ya 
tratado desde el Análisis Algebraico que por su naturaleza — se trata de una serie de potencias 
ascendentes con tan sólo un número finito de términos , no requerirán de ningún 
concepto derivado del cálculo integral. Como se verá, la fórmula de Taylor se demostrará 
en su forma más general sólo hasta después de haber introducido el concepto de integral 
de una función a fin de poder expresar el residwo de la misma. i 

Este ejemplo muestra la total coincidencia, para el caso de las funciones enteras, de la 
fórmula del binomio de Newton y de la fórmula de Taylor. Es posible decir que son los 
principios del cálculo diferencial quienes hacen posible esta coincidencia para las funciones 
enteras, de dos fórmulas válidas para desarrollos infinitos que se basan, una en una ecuación 
funcional, la otra en el cálculo integral para poder encontrar el residuo de la serie, 
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(10) fo) =(x-a 9), 


en donde p (x) designa a una función entera de la variable x, el 
desarrollo de f( a + hb), según las potencias ascendentes de +, devendrá 
claramente divisible entre ¿+”. Por otro lado, este desarrolio será, en 
virtud de lo anterior, 


p” 
ra 


portar Eso. PCIA 


Así pues, dada la ecuación (10), se concluirá no sólo que f( 4)=0, 
sino también que f'(4)=0,f"” (4)=0, co POD (a) =0. Se lle- 
garía al mismo resultado al diferenciar varias veces seguidas la ecuación 
(10), de la cual se obtendrían de manera sucesiva, con ayuda de la fórmula 
(15) de la lección catorce”, 


fr) =(«-a Yo (1) +m(x-a)” 9(x), 
f"(x)=(x-a)”p"(1)+2m(x-a)” 9 '(x) 
(11) +m(m-1)Mx-ay *p(x), 
[AD = (aa A (a. 
+m(m-1)...3-2-(x-a)p(x). 


Así, al ser f(x) una función entera de x, es posible afirmar que si 
la ecuación 


(12) f(x)=0 


admite mm raíces iguales representadas por a, cada una de las ecuaciones 
derivadas 


(13) F'(x)=0, f"(x)=0, f(x)=0, 0... POD (e) =0 


5 La fórmula 15 de la lección 14 asegura que para dos funciones 4, Y de la variable x se 
obtiene como la n-ésima derivada del producto: 


A a E E CS 
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se satisface para x= a. Se debe señalar también que al ser f(x ) divisible 
entre (x— a)”, f' (x) será divisible entre (x-a)Y" f(x) entre 
O O A TS y que toca a la función 


JO (e), como ella estará determinada por la ecuación 
SO a Ma) 


+Gmaa y GD 


(14) 
+hm(m- 1)...3-2-(x-a)p'(x) 


+m(m-1)...3-2-1-p(x), 
entonces quedará reducida, parax=a,a 


(15) [7 (4)=1:-2-3-..(m-1)m-p(a). 


Todas estas observaciones subsisten aun en el caso en el que p (x) 
no fuera una función entera de la variable x ni es que el valor de f(x) 
está dado por la ecuación (10). Se conocen bien las ventajas que se pueden 
obtener de esas observaciones para la determinación de las raíces iguales 
de las ecuaciones algebraicas. 

Pensemos ahora que y = F(x)yz= f(x) designan a dos funciones 


enteras de x, divisibles ambas entre ( x — a )”. Si el número m es superior 
; A z dz 2z' 

a ala unidad, los valores de las fracciones = Y gy" m PArax=2, se 

No 


Jy 
presentarán en una forma indeterminada, y en consecuencia no se podrá 
hacer uso de la segunda fracción para calcular el valor de la primera, tal 


$ En los teoremas 1 y 2 del $1, capítulo 4, del Arálicis Algebraico, Cauchy asegura que una 
función entera f(x) es divisible entre (x—4) siempre que f(4)=0 (la afirmación 
conversa es trivialmente cierta). En la nota 3 de dicho capítulo ya comentamos los origenes 
de tal afirmación. En este caso Cauchy puede ahora, gracias a los recursos del cálculo 
diferencial, mostrar que una raíz de grado m para una función entera tendrá dos 
interpretaciones equivalentes; la primera de ellas, interpretación algebraica, dirá que la 
función f( x ) es divisible entre ( x— a )*, la segunda, versión propia del cálculo diferencial, 
dirá que a es raíz de las funciones f(x), 9 (x f(x)... f SC) En este caso, 
se podrá concluir que a es entonces una raiz de grado m - 1 para f '(x), de grado m - 2 
paraf” (x), etc. 
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y como lo explicamos en la sexta lección?. Sin embargo, el verdadero valor 
AA EZ ade Dña do IZ 

de la fracción yo dejará de ser el limite al cual converge la razón a 
y 

mientras que las diferencias Ay, Áz convergen a cero, Por otro lado, al 
atribuir a x un incremento infinitamente pequeño Ax= a dx, se obten- 


drá de la fórmula (6) 


m-1 


A ace 74 ¿E +. O 
A E Ei a 
y” ps ant! pe 
+ ——=— A AAA hoo., 
1-2-3...-m E 1:2-3...-(m+1) dá 
qa! 
Az= Zz + "7 e. Y ——__— gro? z 
152 1-2-3..-(m-1) 
m m>+i1 


Q m a m>+1 


—L gr E — e 
Win AMEN S 


Si ahora se asigna a x el valor particular a, como este valor hará que 
se anulen las funciones derivadas y", y”, ... yin (EE A ER 
zÍ"-D y, en consecuencia, las diferenciales dy, d?y, ... amy, 
dde A de AR d“"-Dz, se tendrá simplemente 








a” m eS m+! 
RS CA EST y a EN 
a 
0 iii E TE 
as a OS A 


Se concluirá 


? Problema 4 de la lección 6. 
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a 
d”z+ an 





Az _ m+l 
ay ES E 
men 


luego, al hacer converger U al límite cero, 


f(x) 


Así pues, el valor que recibirá la fracción dada 5 o ES para 


x= a, será igual al valor correspondiente de la fracción 
d”z E f 7) (x) 
dy “FW(z) 


Ejemplo. Sí p ( x ) designa a una función entera que no es divisible 
entre x— a y F(x) a otra función entera divisible entre ( x-— a )”, se 
tendrá, parax= a, 


(x-aYo(m)_ 
(16) F(x) a 





(Vigésima primera lección) 
Integrales definidas 


Supongamos que la función y=f(x) es continua respecto a la 
variable x entre dos límites finitos x= xo, x= X. Supongamos también 
que se designan por Xi, Xz, ... Xn-1 a nuevos valores de x interpuestos 
entre estos límites y que vayan creciendo o decreciendo desde el primer 
límite hasta el segundo. Será posible servirse de esos valores para dividir 
a la diferencia X — xo en elementos 


(1) ATA, MAX, AX «y XA Xp-1 


que serán todos del mismo signo. Consideremos ahora que cada elemento 
se multiplica por el valor f(x ) que corresponde al orígen de ese mismo 
elemento; a saber, el elemento x1 — xo por f(x ), el elemento x2 — x1 por 
f(x1) ..., en fin, el elemento X— xp — 1 por f(Xn — 1); y sea 


(2) S=(a-a (a) rama) a) AA Cn 1) 


la suma de los productos así obtenidos. La cantidad S claramente 
dependerá: tanto del número » de elementos en los cuales se haya dividido 
la diferencia X — xy; como de los valores de esos elementos y, en con- 
secuencia, del modo de división adoptado. Es importante observar que 
si los valores numéricos de los elementos devienen muy pequeños y el 
número » muy grande, el modo de división sólo tendrá una influencia 
insensible sobre el valor de S. Esto se puede demostrar como sigue. 

Si se supone que todos los elementos de la diferencia X= xo se 
reducen a uno solo, a saber ella misma, se tendría simplemente 
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(3) S=(X-=x)/f(x0). 


Cuando, por el contrario, se toman las expresiones de (1) como 
elementos de la diferencia X — xo, el valor de S que está determinado por 
la ecuación (2), es igual a la suma de estos elementos multiplicada por 
una media de los coeficientes 


xd, a), Jr) cs fon) 


[ver el corolario del teorema Il en los preliminares del Curso de Análisis). 
Por otro lado, como esos coeficientes son valores particulares de la 
expresión 


flxwo+0(X=x)] 


que corresponden a los valores de O comprendidos entre cero y la unidad, 
se probará, por un razonamiento similar al empleado en la séptima 
lección, que la media de la que se trata es otro valor de la misma expresión 
que corresponde a un valor de O comprendido entre los mismos límites?, 
Se podrá entonces sustituir a la ecuación (2) por la siguiente 


(4) S=(1-2m)/f[%+0(X-x)], 


en la cual 6 será un número menor que la unidad. 
Para pasar del modo de división que acabamos de considerar a otro 
en el cual los valores numéricos de los elementos de X— xy sean más 


* Teorema JIL Si se tienen n cantidades b, b*, b",..., otras n catidades a, a" ,a”,... y otras 


n cantidades 0, Q*,0”,... entonces la fracción ORO ae será la media entre las 
+ a ... 


siguientes fracciones . ; o a A 
, 1d 
” As+a a YA Aé a 4 q 
A ct id o MEA 
AN AE ae Py pa 
Corolario: Si se supone que b=b'=b"=,,,=1, se conduirá que la suma 


ae+a'a +04” +... eseguivalente al productodea +0" +0" +... poruna media entre 
las cantidades a+ a' +4" eto 
Es decir,aa+a'4'+0%4” +... =(a+ta +a”+.)M(ara +2" +..). 
De acuerdo con este resultado, se puede asegurar que la expresión (2): 
S=(a-m)fla)+r(2-0)/f(m)+...+ (X-22-1)/(xn). 


es igual a S=f(x' )(X-x0),en donde f(x' Ja MJ) a)». xr 19). 
Por el teorema del valor intermedio. 
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pequeños aún, bastará con dividir cada una de las expresiones de (1) en 
nuevos elementos. Entonces se deberá reemplazar, en el segundo miem- 
bro de la ecuación (2), el producto ( x1 — xo )f( xo) por una suma de 
productos semejantes, a la cual se podrá sustituir por una expresión de 
la forma 


(a-0)f (+0 (0-%w)1, 


donde Bo será un número inferior a la unidad. Ello siempre y cuando 
exista entre esta suma y el producto (x-—x0)f(x0) una relación 
semejante a la que existe entre los valores de $ dados por las ecuaciones 
(4) y (3). Por la misma razón, se deberá sustituir al producto 
(2-21 )f0x4) por una suma de términos que podrá ser presentada bajo 
la forma 


(a-x10)f[a+0 (2-0), 


dondeB, designa también a un número inferior a la unidad. Al continuar 
de esta manera se concluye finalmente que, en el nuevo modo de división, 
el valor de S será de la forma 


S=(x1-—xo)f[x0 +00 (x1-x0)]) 
(5) +(2-3)f(Xa+0(2-0)]+... 
+(X—am-1)f[x0-1+ 00 1(X=x0-1)]). 

Si se hace en esta última ecuación 
f[x+00(0-w)]=f(x0)+€0, 
fla+0(2-0)]=f(x0)t81, 

flor + On (X—-1)]=f (0-1) 1 Em-1> 
se obtendrá 
S=(a-%w)[f(0)te6]+(2-0)[f(0)+t81]+... 
+(X-=x0-1)f(x%-1) 80-11, 


y, al desarrollar los productos 


(6) 
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S=(a-x:)M(xw)+(0-x HA)... +(X=xa-1)/f(xn-1) 
7) tel(a—w)ie(e—x1)t.. ten-1(X-xn-1). 


Debemos añadir que si los elementos 1 -%,%-=X,... X—Xp-1 
tienen valores numéricos muy pequeños, cada una de las cantidades 
E €0, HE1, ... LEn-1, diferirá muy poco de cero y, en consecuencia, 
sucederá lo mismo para la suma 


iol(x-w)ieol(r—a)t... FEn-1(X—xm-1), 


que es equivalente al producto X— xp por una media entre esas diversas 
cantidades. Dicho ésto, resulta de una comparación entre las ecuaciones 
(2) y (7), que no se alterará sensiblemente el valor de $5, calculado para 
una división en la cual los elementos de la diferencia X — xp tomen valores 
numéricos muy pequeños, si se pasa a un segundo modo de división en 
el cual cada uno de los elementos se encuentre dividido en muchos otros. 

Pensemos ahora que se consideran a la vez dos modos de división 
de la diferencia X — xo, y que en cada uno de ellos los elementos de esta 
diferencia tienen valores numéricos muy pequeños. Se podrán comparar 
estos dos modos con un tercer modo elegido de tal manera que cada 
elemento, ya sea del primero o del segundo modo, se encuentre formado 
por varios elementos del tercero. Para que esta condición se cumpla, 
bastará que todos los valores de x, interpuestos en los dos primeros 
modos entre los límites xy y X, sean empleados para el tercero, y se probará 
que se altera muy poco el valor de $ al pasar del primero o segundo modos 
al tercero, y en consecuencia al pasar del primero al segundo. Luego, 
cuando los elementos de la diferencia X— xo devienen infinitamente 
pequeños, el modo de división tiene sobre el valor de $ tan sólo una 
influencia insensible; y, si se hacen decrecer indefinidamente los valores 
numéricos de esos elementos, al aumentar su número, el valor de S 
terminará por ser sensiblemente constante o, en otras palabras, terminará 
por alcanzar un cierto límite que dependerá únicamente de la forma de 
la función f(x ) y de los valores extremos xy y X de la variable x?. 


3 Como se puede observar, a cada partición que se tome del intervalo entre xo y X para la 
variable x, corresponde un valor de la suma $ y conforme los términos de esta partición 
aumentan, el valor asociado a $ “termina por ser sensiblemente constante”. Esto muestra 
que para Cauchy los sucesivos valores que adquiere $ difieren cada vez menos entre sí 
conforme los términos de la partición aumentan (conforme los valores numéricos de los 
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Este límite es lo que llamamos una integral definida”. 

Observemos ahora que si se designa por Ax=b=dxa un incre> 
mento finito atribuido a la variable x, los diferentes términos de los que 
se compone el valor de S, por ejemplo los productos 





términos (1; x;- 1 ) devienen infinitamente pequeños); los valores de $ asociados a cada 
partición constituyen así una sucesión de valores que cumple con la condición (la condición 
de Cauchy), para considerarse como una sucesión convergente cuyo límite es el valor constante 
al que se aproximan los valores de S(Gf. las notas 1 y 2 del capitulo VI del Análisis Algebraico 
en donde comentamos este Criterio de Cauchy para la convergencia de una serie). 

4 La hipótesis inicial asumida por Cauchy para definir la integral de una función, que se 
trate de una función continua, no resultará ser una condición xecsaría, como lo demostrará 
B. Riemann en su memoria Sobre la Posibilidad de Representar una Función en una Serie 
Trigonométrica de 1854; sin embargo, para ser una condición suficiente (dada una función 
continua en un intervalo siempre existe la integral de dicha función), que es claramente el 
objetivo de Cauchy, se requiere de una condición extra, 2 saber, que se trate de una función 
uniformemente continua en el intervalo en cuestión (en este caso, en el intervalo definido entre 
xm y X). 

E. Heine, quien introduce de manera explícita la diferencia entre la simple continuidad 
de una función y la continuidad uniforme, demuestra en su memoria Sobre la Teoría de Funciones 
de 1872, que una función continua definida sobre un intervalo cuyos extremos son xp y X, 
y donde la variable puede tomar como valor a estos extremos — es decir que la función sea 
continua en el intervalo cerrado— resulta ser uniformemente continua. Á partir de esta 
observación, pareceria necesario que para que la definición de la integral de una función 
dada por Cauchy fuese lo suficientemente “rigurosa”, debería utilizarse de manera explicita 
no sólo la hipótesis de la continuidad, sino la de la continuidad uniforme (esta es la opinión 
de Morris Kline quien sostiene, en su Evolución del pensamiento Matemático desde la Antigúedad 
basta nuestros días, que por esta razón la definición de la integral definida dada pos Cauchy 
resulta incompleta). 

Ya hicimos ver en el capítulo 11 del Análisis Algebraico (en nuestra nota 6) que no existe 
en Cauchy — y de manera explicita sólo existirá hasta después de Cantos— una diferencia 
entre un intervalo abierto y un intervalo cerrado. De manera tal que ho se puede afirmar 
que en su definición Cauchy supone que la función es continua en el intervalo cerrado 
[x0, X], y aún en ese caso, no será sino hasta 1872 que se podrá asegurar que con esta 
condición basta para poder concluir la continuidad uniforme de la función y, con ello, 
demostrar la existencia de la integral de la misma. Sin embargo toda vez que en su definición 
Cauchy utiliza el corolario del teorema 3 de los preliminares del Análisis Algebraico (que 
presentamos en la nota 1 de esta lección) para poder expresar la suma 


S=(2-0)/(0)+(2-0)/(0)+... + (Xx -1)/(x%- 1) como igual a 
S=f(x" «X-%) ,endondef(x")=M(f(0),f(0),-. ¿SCx1-1)) 


'se requiere que los valores xo y X estén incluidos en el intervalo considerado. Esto es lo que 
permite que se sustituya la suma 


Y fr ion) tala (a—2)+.. 
Fen-1( X-x%-1) 
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la-)f(w), (a-2)f(a),... 
estarán todos comprendidos en la fórmula general 
(8) Ax) = Mx) dx, 
de la cual se deducirán uno a uno al poner primero 
x=X% Y b=x—x, 
y luego 
X=M Y b=a-Xx .. 


Se puede decir entonces que la cantidad $ es una suma de productos 
semejantes a la expresión (8), lo que se expresa en ocasiones con ayuda 
de la característica E, al escribir 


(9) S=EA(x)=Ef(x)Ax. 


En cuanto a la integral definida hacia la cual converge la cantidad 
S, al devenir los elementos de la diferencia X — xy infinitamente pequeños, 


convenimos en representarla por la notación J bx) 0 J f(x)dx en 





por 
ri xi 1) he (Xx), endondee=M(+80,ter,... Her-1), 


y a partir de la cual Cauchy asegura que la variación de las dos sumas 


SC ri-1) (2-1) y 
Y fra Ji-x-1)te(X-x) 


puede ser muy pequeña. 

Como se puede ver, el objetivo de Cauchy es mostrar que en el límite el valor al que tiende 
la suma es independiente de la partición que se tome para el intervalo (xo, X).El que dada 
una cantidad muy pequeña siempre se puedan encontrar dos particiones cuyas stimas 
difieran en menos de esa cantidad — prueba que requiere de la propiedad de la continwidad 
uniforme— se concluye, para Cauchy, de la afirmación de que será posible encontrar un 
modo de división (una partición) en el que los elementos de la diferencia ( X — xp ) devengan 
infinitamente pequeños, condición que asegura tan sólo que la variación de la función es 
igualmente infinitamente pequeña. Cauchy llega a esta conclusión debido a que la función 
es continua, sin embargo, el asegurar que si el valor numérico de un subintervalo es 
infinitamente pequeño, la variación de la función en ese subintervalo será también 
infinitamente pequeña, supone que la función es, en dicho subintervalo, no sólo continua 
sino uniformemente continua. 
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la cual la letra f que sustituye a la letra 2, no indica a una suma de 


productos semejantes a la expresión (8), sino al límite de una suma de 
esta especie”. Además, como el valor de la integral definida considerada 
depende de los valores extremos xo y X de la variable x, convenimos en 
colocar esos dos valores, el primero por debajo y el segundo por arriba 


de la letra ), o bien de escribirlos a un lado de la integral, la cual se designa 


entonces por alguna de las notaciones 


Xo Xx=X0 
(10) ida fo dx (3), Dto da (3) 
X 
La primera de esas notaciones, imaginada por M. Fourier, es la más 
simple!, En el caso particular en el que la función f( x ) se reemplaza por 
una cantidad constante 4, se encuentra que, cualquiera que sea el modo 
de división de la diferencia X— xo, 


S=a(X=x%w), 
y se concluye 


da do: 


xo 
Si, en esta última fórmula se pone 4= 1, se obtendrá 


12 
pa dx=X-Xx. 


Xo 





3 La característica f fue introducida por Leibniz en su texto De Geometria Recondita et Analysi 


Indivisibilium atque Infinitorum, primer texto en el cual Leibniz resuelve a la manera del 
nuevo cálculo, el problema de la evaluación de la cuadratura de las curvas (como caso 
particular del problema inverso de las tangentes). 


6 Notación introducida por J. Fourier en su Teoría Sobre la Conducción del Calor de 1812. 


XVI 
(Vigésima segunda lección) 


Fórmulas para la determinación de los valores 
exactos o aproximados de las integrales definidas 


Después de lo establecido en la última lección, si se divide X — xo en 
elementos infinitamente pequeños Xi — Xo, X2 — Xh, «.. X — Xp 1 la suma 


(0) S=(a-0)f(0)+(a-0)/(a) +... +(X—am-1) (0-1) 


convergerá hacia un límite representado por la integral definida 


X 
(2) [SO es. 


A partir de los mismos principios sobre los cuales dimos funda- 
mento a esta proposición, resulta que llegaríamos al mismo límite si el 
valor de S, en lugar de estar determinado por la ecuación (1), se obtuviera 
a partir de fórmulas semejantes a las ecuaciones (5) y (6) (Lección 21); es 
decir, sí se supusiera 


S=(1-x%)f[(% +0 (0-xw)) 
(3) +(2-0)f[1+0(0-3)]+... 
+(Xoxm1)f [0-1 +02 1(X—x9-1)), 


en donde 00, 91, ... ,0, - 1 designan números arbitrarios menores que la 
unidad, o bien 


S=(2-xw)[f(m)ttc0]+(2-x)[f(0)tg1] 


(4) 
eo. +(X-x- 1) [/(xa-1)tegn-al, 
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en donde £p, E1, ... ,En - 1 designan a los números que se anularán junto 
con los elementos de la diferencia X—- xp. La primera de las dos fórmulas 
anteriores se reduce a la ecuación (1) cuando se toma 


9 =8,=... 0,-1=0. 
Si, por el contrario, se hace 
8. =8,=... Dido 
se encontrará 


6) S=(2-0)/(0)+(2-0)/(0)+... (Xx 1) A)”. 


Cuando se intercambian en esta fórmula las dos cantidades xo y X, 
lo mismo que todos los términos que se encuentran a igual distancia de 
los dos extremos en la sucesión xo, x, s0. X= 1, A, se obtiene un nuevo 
valor de S que es igual, aunque de signo contrario, al obtenido a través 
de la ecuación (1). El límite al cual convergerá este nuevo valor de $ 
deberá ser igual, pero de signo contrario, a la integral (2), y de la cual se 
podrá deducir al intercambiar entre sí a las dos cantidades xo y X. Se 
tendrá pues en general, 


x XxX 
(6) | ¿Sotz=- | fax. 


Se emplean con frecuencia las fórmulas (1) y (5) en la búsqueda de 
valores aproximados de las integrales definidas. Para mayor simplicidad, 
se supone ordinariamente que las cantidades xo, Xt) --- ,Xg-1, A, de esta 
fórmula están en progresión aritmética. Así, los elementos de la diferencia 


o Le E 
X — xy se vuelven todos iguales a la fracción a y, al designar a esta 


fracción por i, se encuentra que las ecuaciones (1) y (5) se reducen a las 
dos siguientes: 


(7) S=if(a) ari ARA. AX 2 + (X-1)], 





! Según se aclaró en la nota 2 de la lección 21, Cauchy no establece la hipótesis (ni podía 
establecerla) de la continuidad uniforme de la función. Vemos aquí, sin embargo, que sin 
hacer una distinción entre un intervalo abierto y un intervalo cerrado (distinción que 
tampoco podía hacer), Cauchy supone que la función es continua (hipótesis inicial al hablar 
de la integral de una función) y que está igualmente definida en los valores extremos. 
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(8) — S=i[frori)+far2 0) AA 2 4 MAJO]. 


Se puede suponer también que las cantidades xo, Xi, --. , X1=1 X, 
forman una progresión geométrica cuya razón difiere muy poco de la 
1 


unidad. Al adoptar esta hipótesis y al hacer E =1+0a,seobtendrán 


de las fórmulas (1) y (5) dos nuevos valores de S, de los cuales el primero 
será 


(9) S=aq coral) + X ej 





l+a"l|l+a 


Es importante observar que en varios casos se pueden deducir de las 
ecuaciones (7) y (9), no sólo los valores aproximados de la integral (2), 
sino su valor exacto o lim $. Se encontrará por ejemplo, 








0 
A 0 E ET RR 
xdx= lim = lim = E 
% Z 2+0a 2 
(Aa O A 
(11) % A-1 LA 
XxX 
J ¿dx=d-é, 
% 
(ia A 
(12) de (1+a + -1 a+to? 


Xdxo. X 
J —=limna=/=, 
mn * xo 


2 Al afirmar que los términos xo, xi)... ,Xa- 1, XA forman una progresión geométrica cuya 
razón difiere muy poco de la unidad, se puede asegurar que, por ejemplo, x=1 +0, 


x=(l+0 Y 2 =(1+0 TO ¿As(l+a y + lo cual permite asegurar que la razón 
es 1 +a (se supondrá que a: es un valor muy pequeño) y claramente y) l+a ).Al 


sustituir en la fórmula (1) los valores de la sucesión xo, X1,... , Xw-1,X se obtiene de la 


fórmuha (9). 
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la última ecuación deberá limitarse únicamente al caso en el que las 
cantidades xo, X' estén afectadas del mismo signo. 

Es fácil también determinar a una integral definida a partir de otra 
integral de la misma especie. Así por ejemplo, se obtendrá de la fórmula (1) 


X 
l aq(x)dx=limal[(a1-x)909(x)+... 


(13) d 
X 
+(X-x2-1)0 (12 -1)) =4] ele, 
X 
Vara) drx=limi[(a-2)f(m+a) +... 
(14) y 
All IO de 
X -4 
esp fxddx, 
(15) xo %-4 


1 de _("*dx_,X-as 
% x=4A 4 Xx Xo— 4 ; 


la última ecuación deberá limitarse al caso en el que xy — a y X- a son 
cantidades afectadas por el mismo signo. Además, se obtendrá de la 
fórmula (8), al hacer 4 =0 y al reemplazar f(x) por f(X- x ), 


X 
| A(A—x) dim limi (Xi) ALE) 


(16) 
Xi 
JODAS SO) (0) de, 


luego, al tomar en consideración a la ecuación (14), se concluirá 


X- X- Xx 
(17) J del "fe+a) dr=| fo)dx. 
0 0 Mo 


3 Como siempre [ denota a la caracteristica de los logaritmos naturales. 
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En fin, si en la fórmula (9) se pone 


fas y 1(+0)=B. 


se obtendrá 


A 
% *lx lx la+B IX-p) B 


patea 
lx 2 La 








(18) 


las cantidades xo y X deben ser ambas positivas y ambas mayores o ambas 
menores que la unidad. 

Una observación importante es que las fórmulas bajo las cuales se 
presenta el valor de 5 en las ecuaciones (4) y (5) de la lección anterior son 
válidas también para la integral (2). En efecto, esas ecuaciones subsisten 
cuando se subdivide la diferencia X— xo, o bien las cantidades xi — xo, 
MX, ... , X—xXn-1 en elementos infinitamente pequeños, y serán 
verdaderas en el límite, de tal forma que se tendrá 


X 
(19) | ¡0 di=(X-w)f[0+0(X-m)1 
Xo 


X 
| 10 4=(9-0)/(9+b(900)] 


(20) +(2-x3)/f(0+0(3-)]+... 
H(X—=%0-1)/ (xn +00 1(X- 20-131", 


% Esta igualdad es conocida como el teorema del valor medio para el cálculo integral. 
Nuevamente es importante señalar que para la demostración de esta igualdad es necesaria 
la condición de que la función f(x ) es continua en el intervalo cerzado | xo, X']. Acerca de 
las condiciones bajo las cuales Cauchy justifica esta posibilidad remitimos a la nota 2 de la 
lección anterior. 

Esta ecuación permite demostrar, a partir de la ecuación anterior, la propiedad de que 


Xx 
j fu dr fr) dr+Í fed ars.. $ fa) dx 
2 S D b>] Xa-1 
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6, Oo, 01, ..., On-1 designan a números desconocidos, pero todos 
inferiores a la unidad. Si para mayor simplicidad se supone que las 
cantidades x, — Xo, X2 —X1,... , X —Xg -1, son iguales entre sí, entonces al 





X= , 
hacer f = , Se encontrará 


X ds 
| fx) da=i[f(a+O01)+ fa rir0ri)+... 
(21) 
+HA(X-—i+Bn-11)). 

Cuando la función f(x ) es siempre creciente o decreciente desde 
x= x0 hasta x=X, el segundo miembro de la fórmula (21) estará com- 
prendido entre los dos valores de S dados por las ecuaciones (7) y (8); 
valores cuya diferencia es + ¿[f(X)-—f(x0)]. En consecuencia, bajo 
esta hipótesis, al tomar como valor aproximado de la integral (21) a la 
semisuma de esos dos valores; es decir, la expresión 


¡[3/60)+/(0+ 0) +f(0+20)+.. 


(22) : Id 
ADAGIO) 


se comete un error menor que la semidiferencia + ¿ > FA) - 5 f(xo) ) ; 


pa 





Ejemplo. Si se a) > a=0, X=1, ¿= 
la expresión (22) devendrá pi 


a | 


1f1 16 4 16 1 
a)... 


en virtud de que cada integral 


1 HodYdra (ax -1)/l0-1+0-1(x0=x-1)]. 
xi-1 


Esta propiedad será demostrada por Cauchy en la próxima lección. 
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En consecuencia, 0.78 es el valor aproximado de la integral 





dx á A 
J a El error cometido en este caso no podrá rebasar 
o 


eN E estará por debajo de Els como veremos más adelante 
al273 | 16? P 122 100 : 


Cuando la función f( x ) es tanto creciente como decreciente entre 
los limites x=x0, x=X, el error que se comete al tomar como valor 
aproximado de la integral (2) a uno de los valores de $ dados por las 
ecuaciones (7) y (8), es claramente inferior al producto de 2 ¿ = X— xo por 
el mayor valor numérico que puede tomar la diferencia 


(23) fax+Ax)-f(x)=Axf (x+04x) 


cuando se supone que x está comprendida entre los límites xo y 
X,y Ax, x está entre los límites O, ¿. Así, si llamamos 4 al mayor de los 
valores numéricos que recibe f( x ), mientras quex varía desde x = xo hasta 
x=X, el error cometido estará ciertamente acotado entre los límites 


=ki(X=x0), +ki(X-x%). 


XVII 
(Vigésima tercera lección) 


Descomposición de una integral definida en 
varias integrales definidas imaginarias 
Representación geométrica 
de las integrales definidas reales 
Descomposición de la función 
bajo el signo |, en dos factores de los cuales 


uno conserva siempre el mismo signo 


Para dividir a la integral definida 


1 X 
E | as 


en varias integrales de la misma especie basta descomponer en varias 
partes ya sea la función bajo el signo J, o bien la diferencia X— xo. 


Supongamos primero 


Fo)=pl) + a) (x)+.: 


se concluirá 


«AAA A AA XA AA AP 
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(a1-0)/(w) +... +(X—=xm-1)f(xm-1) 

(a -xw)p(x)+... +(X-x2-1)p (%0-1) 
+(2-xw)x(%)+.. +(X-x2-1)%(x0-1) 
+(a-m)y(m)+.. +(XA-=x2-1)w (2-1) 
E 


luego, al pasar a los límites, 


X X XxX X 
feo ax=f etoderl ao dr y a)drt.... 
No o % % 
Si se designan por x, y, to,... diversas funciones de la variable x y 
por a4,b,c,... a cantidades constantes, se obtendrá de esta última 


fórmula, junto con la ecuación (13) (lección 22) 


Xx 
J (au+u+w+..)dx= 
xo 


Le XxX X XxX 
P uax+f o dx+Í wdxs..., 
% % % 
A dx, 
0) % % % 


e 4 — OS e dx, 
Xo % xa 


X 
j (au+bou+cwos+...)dx= 
(4 
) AX Xx XxX 
al udx+bS v dx+cl wdx+.... 
% % Xo 
Cuando se extiende la definición que hemos dado de la integral (1) 
al caso en el que la función f(x) deviene imaginaria, la ecuación (4) 
subsiste para los valores imaginarios constantes 4, b,c,... , y se tiene en 
consecuencia, 
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(5) Mosga da 1 dx. 


o xo % 


Supongamos ahora que al dividir la diferencia X — x9 en un número 
finito de elementos representados POr Xi — Xo, Xz — Xi) <.. » X—xXp-1, 5 
divide cada uno de esos elementos en varios más, cuyos valores numéricos 
sean infinitamente pequeños, y que se modifica, en consecuencia, el valor 
de S obtenido por la ecuación (1) (lección 22). El producto 
(ía —x.)/(x) será sustituido por una suma de productos semejantes 


*x] 
que tendrá por límite la integral j f(x) dx. Igualmente, los productos 
= ; 


(a-4)/x1).. , (X—xn-1)f(%0-1 y serán reemplazados por su- 
mas que tendrán como límites respectivos a las integrales 


57] Xx 
f ESTER J f(x) dx. Por otro lado, al reunir las diferentes 
Xy 


XA mi 
sumas de las que se trata, se obtendrá como resultado una suma total 
cuyo límite será precisamente la integral (1). Así, puesto que el límite de 
una suma de varias cantidades es siempre equivalente a la suma de sus 
límites, se tendrá en general 


Xx xl X 
9 Jarl soe] nar] Jr. 


Es importante recordar que se debe atribuir aquí al número entero 
» un valor finito. Cuando se interpone entre los límites xo y X un único 
valor de x representado por E, la ecuación (6) se reducirá a 


X X 
(7) j A) dani f(2) d+] Ax)dx. 
% Xo 5 


Es fácil probar que las ecuaciones (6) y (7) subsisten aun en el caso 
en el que algunas de las cantidades x1, X2, ... Xn—1, É dejen de estar 
comprendidas entre los límites xo y X, así como también en el caso en el 
que las diferenciasx; — Xo ,X2 — Xt». X-xm-1,58-%,X-Eyanosean 
cantidades con el mismo signo. Aceptemos por ejemplo que las diferen- 





l' Como ya lo dijimos en la nota 5 de la lección anterior, todos los argumentos se encuentran 
ya presentados en esa lección para demostrar esta ecuación. 
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cias É — xo, X— É sean de signos contrarios; ya sea que se considere que 
xo está comprendida entre E y X, o bien X entre xo y E, se encontrará 


X > X 
Drtod=| fp) d+] 2) dr 
É É % 


o bien, 


Urtoa=j far lar. 
% X Xx 


Así, la fórmula (6) de la lección 22 basta para mostrar cómo las dos 
ecuaciones que acabamos de obtener concuerdan con la ecuación (7). 
Como esta última vale en cualquier caso se podrá deducir directamente 
la ecuación (6), cualesquiera que sean los valores x1,x2,... Xp-¡. 

Se ha visto en la lección precedente cuán fácil es encontrar los valores 
aproximados de la integral (1), así como los límites de los errores 
cometidos cuando la función f(x) es siempre creciente o siempre 
decreciente desde x=x» hasta x= X. Cuando esta condición deja de 
cumplirse, es posible, con ayuda de la fórmula (6), descomponer la 
integral (1) en varias otras de modo que la condición se cumpla para cada 
una de ellas. 

Vamos a suponer que el límite X es mayor que xo y que la función 
SF Cx ) es positiva desde x= xo hastax=X;x, y designan a las coordenadas 
rectangulares y A a la superficie comprendida entre el eje de las x y la 
curva y = f(x ) y entre las ordenadas f( xo ), f( X). Esta superficie, cuya 
base es la longitud X — xy medida sobre el eje de las x, será una media 
entre las áreas de los dos rectángulos construidos sobre la base X — xy y 
cuyas alturas respectivas son iguales a la menor y a la mayor de las 
ordenadas levantadas de entre los diferentes puntos de esta base. Ella 
será pues equivalente a un rectángulo construido sobre una ordenada 
media representada por una expresión de la forma f[w+0(X—x)], 
de modo tal que se tendrá 


(8) A=(X-x)f[00+0(X-x)), 
en donde 0 designa a un número menor a la unidad. Si se divide la base 
AX —x0 en elementos muy pequeños x — xo, x2 E O E 


superficie A se encontrará dividida en elementos correspondientes cuyos 
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valores estarán dados por ecuaciones semejantes a la fórmula (8). Se tendrá 
también 


A=(2-20)/[m+0(0-0)] 
(9) +(2-23)/f[(1+0(x-0)]+... 
+(X—im 1) lit 00-10-19), 


en donde 9o, 0, ... , 9n- 1 designan a números menores que la unidad. 
Si en esta última ecuación se hacen decrecer indefinidamente los valores 
numéricos de los elementos de X — xo, se obtendrá al pasar al límite 


X 
(10) A=| fo) dx? 
Xo 


Ejemplos. Aplicar la fórmula (10) a la curvas y= ad, xy=1, 
y=És... 

Al terminar esta lección daremos a conocer una propiedad notable 
de las integrales definidas reales. 51 se supone fx) =0(x)x (x), 
P (x) y 1 (x) dos nuevas funciones que permanecen continuas entre 
los límites x= xo, x = X, y tales que la segunda conserva siempre el mismo 





2 Pese a la semejanza en el argumento, esta fórmula no podria concluirse inmediatamente 
de la fórmula 19 de la lección anterior, el teorema del valor medio del cálculo integral, 
debido a que si bien se obtiene para el valor de la integral 


ria +9 (X-0)] 


para un valor 8 es menor que 1, y que, como se asegura en la fórmula (8) de esta lección, 
el valor del área bajo la gráfica de la Función f(x), entre las abscisas xo y X, es igualmente 
de la forma 
A=(X-m)fAm+c(X-x0)) 

en donde también € es un número menor que 1 (como ya lo establecimos anteriormente, 
los casos en que € y O sean iguales a 1 no se pueden excluir), nada permite asegurar que 
¿=0. 

Esta es, por cierto, la primera interpretación geométrica del valor de la integral de la 
función como el de la cuadratura de una curva. De manera opuesta a los procedimientos 


tradicionales en los métodos de exhaución, Cauchy introduce a la integral Ñ f(x) 4xcomo 
a 


un valor que es el límite de una expresión analítica, y después demuestra que este valor es 
el del área bajo la curva entre las dos abscisas. 
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signo entre estos limites, el valor de S dado por la ecuación (1) de la 
lección 22 deviene 


am) S=(2-)0(0)1(00)+(2-0)p(0)(x) 
sea +(X=x-1)0 (0-1) (401), 


y será equivalente a la suma 
(aw) (0) +20) (0) +. +(M—xn- 1) (9-1) 


multiplicada por una media de los coeficientes pim)»)ela).., 
P (xn -1) o, lo que es equivalente, por una cantidad finita de la forma 


p (5 ), en donde designa un valor de x comprendido entre xo yX?.Se 
tendrá entonces 


S=[(2-%w)1(0)+(2-0)(0)+... 
+A=x0-1) 2 (xn-1)] 0 (E) 


y se concluirá, al buscar el límite de $, 


(12) 


; X X >. Ó 
(13) | ar 90 dm (5), x(x)dx, 


en donde £ designa siempre a un valor de x comprendido entre xo y X. 
Ejemplos. Si se toman de manera sucesiva 
1 
, 
x-a 





2(3)=1, 10=h, 1(0)= 


se obtienen las fórmulas 


X X 
(14) | ar de=(X-x0)f(8), 


3 Sin hacerlo explícito Cauchy utiliza de nuevo el corolario del tercer teorema de los 
preliminares del Análisis Algebraico, El que el valor medio de las cantidades p(w), 
P(x),... 9 (x—1) sea de la forma y (E ) se deduce del teorema del valor intermedio, 
probado también en el Análisis Algebraico. 
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15 XxX x 

AE rior Lara, 
xo % 
X XxX 
Proda=orniaol E 

(16) > > 





X-a 
=(5-a)! : 
x-4 
de las cuales la primera coincide con la ecuación (19) de la lección 22. 


Podemos añadir que la razón £ , en la segunda fórmula, y la razón 


x= 





a de 
, en la tercera deben de ser positivas. 


XVIII 
(Vigésima sexta lección) 


Integrales indefinidas 


x 
Si en la integral definida f f(x) dx se hace variar uno de los dos 
40 


límites; por ejemplo la cantidad X, la integral variará junto con esa 
cantidad. Si se sustituye el limite de la variable X por x, se obtendrá 
como resultado una nueva función de x que será llamada una integral 
tomada a partir del origen x= xp . Sea 


(1) 9) 160 és 


esta nueva función. Se obtendrá de la fórmula (19) (lección 22) 
(2) F(x)=(x—0)f[m+0(x-w)], Síxw)=0, 
donde O es un número menor que la unidad, y de la fórmula (7) 


(lección 23) 


Prod nod f(r)dr=o f(x+00) 
Xo X x 

o bien 

(3) F(x+0)-T(x)=a f(x+00). 


Se sigue de las ecuaciones (2) y (3) que si la función f(x ) es finita y 
continua en la vecindad de un valor particular atribuido a la variable x, la 
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nueva función Y ( x ) será finita y además continua en la vecindad de este 
valor, ya que a un incremento infinitamente pequeño de x corresponderá 
un incremento infinitamente pequeño de Y ( x ). Así, si la función f(x) 
es finita y continua desde x = xy hasta x = X; lo mismo será válido para la 
función F(x). Podemos añadir que si se dividen entre «1 los dos 
miembros de la fórmula (3) se concluirá, al pasar al límite, 


(4) Y (x)=f(x). 
Así la integral (1), considerada como función de A tiene como 


derivada a la función f( x ) que se encuentra bajo el signo ) . Se probará 


de igual manera que la integral 


XxX x 
| 10 dr | /(0) dx, 


considerada como función de x tiene como derivada a — f(x). Se tendrá 
entonces 


X Xx 
O EL Modte=ro y ES 10é= 10". 


! Sin mayores comentarios, Cauchy demuestra el primer teorema fundamental d- * cálculo. 
Es importante señalar que la relación inversa entre las dos operaciones fundamentales 
definidas por el cálculo infinitesimal, la derivación y la integración, aparece sólo después 
de que los conceptos fundamentales del cálculo, tanto aquellos comunes con el Análisis 
Algebraico como la definición propia de cada una de las dos operaciones, han sido 
presentados, Cauchy inaugura aquí una tradición viva hasta nuestros días en la cual la 
relación inversa entre la derivada y la integral se presenta como un resultado que debe ser 
probado y que unifica a parte post a las dos ramas del cálculo infinitesimal. 

En su texto Historia et Origo Calculus Differentialis Leibniz relata que fue a partir de la 
lectura del tratado de Pascal Sobre los Senos de Cuarto de Círculo que él descubrió la relación 
inversa entre los métodos del cálculo de las tangentes y la cuadratura de las curvas y que 
ello se encuentra en el oríges de su descubrimiento del Cálculo, Todavía en el siglo XVIII, 
con Euler, encontramos que esta relación inversa se considera como una propiedad a apartir 
de la cual se derivan las condiciones esenciales del cálculo. Para Cauchy, lo vemos aquí, el 
teorema fundamental del cálculo unifica dos vertientes relativamente independientes y no 
se considera como el punto de partida para el cálculo, Es pues a partir de la definición 
analítica que introduce para la integral, así como por el lugar temático que ocupa este 
teorema fundamental del cálculo, que la integral dejará de ser considerada como la 
antiderivada. Este punto de vista es aclarado por el propio Cauchy en un comentario final 
a su Memoria sobre la Integración de las Ecuaciones Lineales con Diferenciales Parciales y con 
Cocficientes Constantes de 1823: “A través de la teoría de las cuadraturas podemos considerar 
a cada integral definida, tomada entre dos límites reales, simplemente como la suma de los 
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Si a las diferentes fórmulas anteriores les agregamos la fórmula (6) 
de la séptima lección resultará fácil resolver los siguientes problemas, 


Problema L. Se busca una función O (x) cuya derivada 0 ' (x) sea 
cero. En otras palabras, se busca la solución de la ecuación 


(6) o'(x)=0. 


Solución. Si se quiere que la función 0) (x) permanezca finita y 
continua desde x=-o0 hasta x==>+00, al designar por xo a un valor 
particular de la variable x, se obtendrá de la fórmula (6) (séptima lección) 


0(x)-0()=(x1-0w)0' [(.+0(x-w)]=0 
y, en consecuencia, 
(7) VDx=0(%) 
o, si se designa por c a la cantidad constante O (xo), 
(8) o(x)=0. 


Así la función U ( x ) deberá reducirse a una constante y conservar 
el mismo valor e, desde x =-— oo hasta x= +00. Se puede añadir que este 
valor será completamente arbitrario ya que la fórmula (8) verificará la 
ecuación (6), cualquiera que sea c. 

Si se permite a la función 6 (x ) tener soluciones de continuidad 
que correspondan a diversos valores de x, y si se supone que esos valores 
de x, presentados según su orden de magnitud, están dados por x1,xz, 
«. X%, entonces la ecuación (7) deberá subsistir solo desde x = — 00 hasta 
x= xi; o desde x= x, hasta x=x>, ... , o finalmente desde x= xm hasta 
x= +00, dependiendo de que el valor particular de x representado por 
xo esté comprendido entre los limites — «o y x1; o bien entre los límites 





valores infinitamente pequeños de la expresión diferencial bajo el signo f que corresponde 


a los distintos valores reales de la variable entre dichos límites. Me parece que este modo 
de concebir a una integral definida debe prevalecer porque se adapta a todos los casos, aun 
para (00 en los que no es posible pasar fácilmente de la función que aparece bajo el 


signo ) a la función primitiva. Tiene además la ventaja de dar valores reales para las integrales 


que corresponden a funciones reales, No sería posible obtener todo esto si se considerara a 
una integral definida, tomada entre dos limites, como equivalente necesariamente a la 
diferencia de los valores de una función primitiva discontinua”. 
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X1 Y X2, ... , O bien entre los límites xs y + 00. En consecuencia ya no será 
necesario que la función 0 ( x) conserve el mismo valor desde x == «o 
hasta x=+>00, sino únicamente que permanezca constante entre dos 
términos consecutivos de la sucesión 


0, Xly Aly .«., Am» +0, 
Esto es lo que sucederá, por ejemplo, si se toma 


0t+tm Cc x-—x 


OS pr 


Ct = € XxX Cm — Cm —1 x-—x 


(9) 
+ — + e HA _ AA 
2. Mara Y 2 V (x—am) * 
donde 6,61 ,C2,... , 6m, designan cantidades constantes pero arbitrarias. 
En efecto, en ese caso la función 00 ( x ) será constante e igual a «y entre 
los límites x=- 00 y x= x1; e igual a c, entre los límites x =x, Y x=x, 
«»» » Y finalmente igual a cm entre los límites x= xp y x= +00, 


Si se quiere que (0 ( x ) se reduzca a co para los valores negativos y a 
e, para los valores positivos de x, bastará con tomar 





(10) oí). 0 120 Xx 


2 2 we * 
Problema Il. Enrontrar el valor general de y que satisface la ecuación 
(11) dy=fíx)ldx. 


Solución. Si se designa por F(x) a un valor particular de la 
incógnita y, y por F(x) +0 (x) su valor general, se obtendrá de la 
fórmula (11), la cual esos dos valores deberán satisfacer, 


Flx)=f(x), F(x)+0'(x)=f(x) 
y en consecuencia 
o'(x)=0. 
Por otro lado, se concluye de la primera de las ecuaciones (5), que 


Xx 
la fórmula (11) se satisface al tomar y = J F(x) dx. Así, el valor general 
% 


de y será 


Curso de análisis 315 


(12) y Ax) ax+ Go), 


Xo 


en donde 0 ( x ) designa a una función que satisface la ecuación (6). Este 
valor general de y, que comprende como caso particular a la integral (1) 
y que conserva la misma forma de la integral, cualquiera que sea el origen 
xo de esta integral, se representa en el cálculo por medio de la simple 


notación f f(x) dx, y recibe el nombre de integral indefinida”. Dicho ésto, 


la fórmula (11) implica siempre a la siguiente 
SE y= (0) dx 

y reciprocamente, de modo que se tiene 

(14) dlfa)di=f(x) dx. 


Si la función F ( x) difiere de la integral (1), el valor general de y o 


J f(x) dx se podrá siempre presentar bajo la forma 


(15) [rt0)dx=F(x)+8(x), 





2 La relación inversa entre los métodos de las cuadraturas y de las tangentes, conocida por 
Leibniz y Newton como la relación que se encuentra en la base del cálculo, permitía asegurar 
que al encontrar la expresión para calcular la cuadratura de una curva (Cfr. nota 2 de la 
lección 23) debería de satisfacerse la ecuación (14), e igualmente, resolver el problema de 
encontrar a una función primitiva que satisface la ecuación (11). Esto permitia, aunado al 
hecho de que el aspecto geométrico del problema suponía tan sólo curvas muy simples, 
identificar a la integral como integral indefinida. Pero el orden presentado aquí por Cauchy 
es esencial y totalmente consistente con los principios expuestos desde el Análisis Algebraico, 
si de la búsqueda de una función primitiva se trata, o del valor de una cierta área, es necesario 
precisar primero a qué cantidad real será asociado el valor del área o el valor que deberá 
tomar la función en cada valor de la variable. Sólo después de que se ha precisado el valor 
que adquiere la integral (en donde como ya lo precisamos en la nota 3 de la lección 21 el 
criterio de convergencia de Cauchy para una serie de valores reales es clave) se podrá definir 
a una función a pastir de ella, y el cálculo de una función primitiva es legítimo. En su Nota 
sobre la naturaleza de los problemas que se presentan en el cálculo integral, Cauchy aclara que *se 
tenía la costumbre, en los tratados del cálculo integral, de remitir la determinación de las constantes 
y de las funciones (que entran en la solución de las ecuaciones diferenciales) a la búsqueda de las 
integrales generales [...] en mis Lecciones he tenido que invertir este orden y de poner en primer término 
la búsqueda, no de las integrales generales sino de las integrales particulares, de tal manera que la 
determinación de las constantes o de las funciones arbitrarias no se considerara separada de la búsqueda 
de las integrales”. 
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y deberá reducirse a la integral (1) para un valor particular de (9 ( x ) que 
verifica al mismo tiempo la ecuación (6) y la siguiente: 


(16) e ORO 
% 


Si, además, las funciones f(x) y F( x) son ambas continuas entre 
los límites x= xx, x=X, la función Y ( x) será también continua, y en 
consecuencia Y (x)=Y(x)- F(x) conservará el mismo valor entre 
esos límites, entre los cuales se tendrá 


0(x)=0(w) 
F(x)-F(x)= 3 (0)-F(m)=-F(x), 
F(x)=F(x)-Flxo), 


(17) a 
Xo 


En fin, si en la ecuación (17) se toma x= X se encontrará 
X 
(18) Vf) dx=F(X) Fa). 
x 


Resulta de las ecuaciones (15), (17) y (18) que dado un valor particular 
F(x) de y que verifique la fórmula (11) se pueden deducir: 12 el valor 


de la integral indefinida f F(x) dx, 22 los valores de las dos integrales 


x XxX 
definidas l Fo), j f(x) dx en el caso en el que las funciones 
: %o % 


ó Segundo teorema fundamental del cálculo. La práctica usual en el cálculo infinitesimal 
antes de Cauchy era la de suponer la existencia de la integral indefinida, identificada con 
la antiderivada, a partir de una expresión similar a la ecuación ( 14), para derivar a partir de 
ésta a la integral definida, suponiendo la existencia de la función primitiva F(x) y aplicando 
precisamente la ecuación (17). Claramente (Cfr. nota 1) Cauchy toma una prudente distancia 
respecto de esta práctica e inaugura así el estilo contemporáneo en el cálculo diferencial e 
integral al presentar por primera vez a las ecuaciones (5) y ( 17) como teoremas y no como 
resultados conocidos a partir de la definición de la integral. 
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f(x), F(x) permanezcan continuas entre los límites de esas dos 
integrales. 





Ejemplos. Como se verifica la ecuación dy= E A al tomar 





7 1 
y=arc tan x, y ya que las dos funciones ON tan x permanecen 


finitas y continuas entre los límites x= 0, x= +00, se obtendrán las 
fórmulas (15), (17) y (18) 








dx — EX 
vz eno ena 
0 


dx 
2 
ol1l+x 





T 
o 0.785... 


Nota. Cuando en la ecuación (17) se quiere extender el valor de x 
más allá de un límite que hace a la función f( x ) discontinua, es necesario 
añadir al segundo miembro una o varias integrales singulares. 


Ejemplo. Ya que se satisface la ecuación dy = E al tomar y = 21 ed 


si se designa por £ a un número infinitamente pequeño, y por ja, V a dos 
coeficientes positivos, se encontrará, para x< 0, 


ae LN! 2 1 El 2 
E Sed 1= lx 


y, parax> 0, 


==lÉ- 


"da pda, fo da 


1 
-1 X e O 


1,2 Ei ds E dx 
=ld+ =4] E, 
24% IM Xx Je Xx 


XIX 
(Vigésima séptima lección) 


Propiedades diversas 
de las integrales indefinidas 
Métodos para determinar a los valores 
de esas integrales 


A partir de lo dicho en la lección anterior, la integral indefinida 


(1) Lo) ax 


no es otra cosa sino el valor general de la incógnita y sujeta a verificar la 
ecuación diferencial 


(2) dy=f(x)dx?. 


Además, dado un valor particular F(x) de la misma incógnita, 
bastará para obtener el” valor general, el añadir a F(x) una función 
O ( x) capaz de verificar la ecuación ' (x)=0 6, lo que es igual, una 
expresión algebraica que sólo pueda admitir un número finito de valores 


Y Después de la definición precisa de la integral definida, la integral indefinida se presenta 
como la nueva y correcta versión de la vieja operación de antiderivación. Para ello fue 
necesario, desde el momento en que la operación de derivación se introduce en el marco 
funcional (se trata de una operación realizada sobre una función que permite definir una 
nueva función, la función derivada), que la integral sea igualmente introducida a dicho 
marco funcional. Para que la relación entre las ecuaciones (1) y (2) sea posible, es necesario 
definir a la integral indefinida como se hizo en la lección anterior; es decir, viendo a la 


x 
integral a través de la función F(x)= j f(x) dx (Gr. la nota 2 de la lección 26). 
xo 
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constantes, de los cuales cada uno subsiste entre ciertos límites asignados 
a la variable x?. Para abreviar, designaremos en adelante con la letra € 
una expresión de esta naturaleza y la llamaremos constante arbitraria, lo 
que no significa que deba conservar siempre el mismo valor, cualquiera 
que sea x. Dicho ésto, se tendrá 


(3) Dio dr=F(x)+€. 
Cuando se sustituye la función F(x) por la integral definida 
f f(x) dx, que es ella misma un valor particular de y, la fórmula (3) se 
X 


reduce a 


(4) lio rl dre. 
% 


Al extender la definición que hemos dado de la integral (1) al caso 
en el que la función f(x ) se supone imaginaria, se reconocerá fácilmente 
que, bajo esta hipótesis, las ecuaciones (3) y (4) subsisten. Solamente la 
constante arbitraria € deviene imaginaria junto con f( x ) ; es decir, ella 
toma la forma €, + €V—1; en donde €, y €, designan a dos constantes 
arbitrarias reales. 

Antes de ir más lejos, es importante observar que al formar la suma 
o la diferencia, o una función lineal cualquiera con dos o más constantes 
arbitrarias, se obtiene como resultado una nueva constante arbitraria. 

Varias propiedades importantes de las integrales definidas se de- 
ducen fácilmente de la ecuación (4) al combinarse con las fórmulas (13) 
(lección 22) y (2), (3), (4), (5), (lección 23). En efecto, si después de haber 
reemplazado X por x en los dos miembros de cada una de esas fórmulas 
se suman constantes arbitrarias a las integrales involucradas, se encon- 
trará, al designar por 4,b,c,... a las constantes que se suponen 
conocidas, y por «,v, 6,... a las funciones de la variable x, 


(5) Vandx=aÍudx, 


2 Cf. la solución al problema 1 en la lección 26. 
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Vurorw+... )dx=[udx+ udrx+| wdx+... ; 


dS tuo) 2dx=|udx-f dx, 
aurvorcos... )dxzaf udx+ro[udxrc[wdx+... , 


Ferova ) dx=f udx+ 1 Podx. 


Esas ecuaciones subsisten en el caso en el que a,b,c,... 
4,1, W,... Sean imaginarias. 
Integrar la fórmula diferencial f(x) dx, o lo que es igual, integrar la 


ecuación (2) es encontrar el valor de la integral indefinida J f(x) dx. La 
operación por medio de la cual se hace una ¿integración indefinida. La 
integración definida consistirá en encontrar el valor de una integral 


Xx 
definida como J f(x) dx. Vamos a dar a conocer ahora los cuatro 
Xo 


principales métodos con cuya ayuda se puede efectuar, en algunos casos, 
la primera de esas operaciones. 

Integración inmediata. Cuando en la fórmula f(x ) dx se reconoce la 
diferencial exacta de una función determinada F(x), el valor de la 


integral indefinida j f(x) dx se deduce inmediatamente de la ecuación 


(3). Se extiende el número de casos a los cuales esta especie de integración 
es aplicable al observar que los factores constantes incluidos en f (x) 


pueden ponerse a voluntad dentro o fuera del signo ) (véase la 


ecuación 5). 


Ejemplos: 
Padr=ax+C, artordi=e"+€, 





+1 
[Eres +€, 
a+l 
1 2 dx 1 
fxdx=>3x +“, [E--¿+c, 


dx 1 dx 
ZE, =2 Nx +€, 
e (m-1)x sde JA 
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2, 





14 +C, | £ cn. 


| == HF = arc id 
x 


us ae. Jriadaa+e, [Mi Lee, 


LA 


| cosxdx=senx+C, de xdx=—cosx+C, 





=—cotx+ CU, 





ela 


Integración por sustitución. Vamos a convenir que a la variable x se le 
sustituye por otra variable z ligada con la primera por una ecuación de 
la que se obtienez=9 (x)yx=68 (2). La fórmula (2) se reemplaza por 
la siguiente: 


(7) dy=f[5(2)]185' (2) dz. 

Si se pone, para abreviarf[E (2)]5'(z)=p (z), el valor general 
de y que se obtiene de la ecuación (7) estará representado por la integral 
indefinida J p (2) dz. Por otro lado, este valor general debe coincidir 


con la integral (1). Así, si en virtud de la relación establecida entre x y 
z,se tiene 


(8) fFx)dx=p(z)dz, 
se concluirá 
6) 10 2x=fp(2) az. 


Supongamos ahora que el valor de So (z)dz esté dado por una 
ecuación de la forma 


(10) olz)dz=3(2)+0€; 
se Obtendrá de esta ecuación 


(11) [100 4=39 10 (x)]+€. 
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Ejemplos. Al admitir la fórmula (10) y al hacer sucesivamente 


2 
xia=Z, ax=z, =2, X+a=z, 


a 13 


Xx 
lx=Z, éÉ=Z, Senx=ZzZ, cosxX=Z, 


se obtendrá de la fórmula (11), en combinación con la ecuación (5) 


Dolxta)dx=3(xta)+C, 
[p(ax)dx=3%(ax)+€, 
o (3 Jtr=es (5)++ 

[xp(2+d)di= 3 (é+d)+€, 
[tp (43 (é)+€, 
[px E-=31s+ €, 
Sp(é)dx=3(é)+C, 


| cos xp (senx) dx= 3 ( senx)+€, 


Í sen xp (cosx) dx=- 3 ( cosx)+U. 


Estas últimas fórmulas al ser combinadas a su vez con aquellas que 
resulten de la integración inmediata permiten encontrar 





dx 1 2 
Ela Y + €, 
¡A A 
(x-aY”  (m-1)(x-ay? 

dx 


1 
—— z -arctanlax)+€, 
+4 4 ( ) 
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j UN =5| 2» 3 arc tan (: re. 
É Xx 
l+ (5) 
2ax 1 2 
[3-24 Ar, 


xdx x R 
HA E 
IS PE, 


[dral az, E, E A E, 
a a 


1 1 
[ cosazdx=2senax+ E, | sen axdx=-_cosaxt£, 


A éx _ 
¡Ea=juyre, | Ett, 








1 
qe TON BE J az =arctandé+C, 
(ley (m—DUey" 241 
[EST LE Le E O pesas 1 +0 
cosx  COSx sen? x sen X 


Integración por descomposición. Esta especie de integración se efectua 
con ayuda de las fórmulas (6), cuando la función dentro del signo ) puede 


descomponerse en varias partes de tal forma que cada parte, multiplicada 
por dx, dé como producto una expresión fácilmente integrable. Ella se 


aplica en particular al caso en el que la función bajo el signo | se reduce 
a una función entera, o a una fracción racional. 
Ejemplos: 


f dx E [een x+ cos x 
sen? x cos x sen? x cos” x 


Ea [Ez dx + [2 


cos* Xx 


dx 








= tan x-cotx+€, 
sen? x 
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Larbxrcas... )dx=al dx+o[xdx+ Set dxr... 


2 3 
Sartbz ++. +€, 


Integración por partes. Sean u y v dos funciones diferentes de x yu”, 
v' sus respectivas derivadas, u y será un valor particular de y que verifica 
la ecuación diferencial 


dy=uduv+vdu=uvw' dx+vuu' dx, 
de la cual se obtiene en general 
y=uv+C=b uv'dx+ vu dx=Sudo+f ud, 
y en consecuencia, 


Judo=u0-[Judu-€), 


o, simplemente 


(12) Dudu=uv-fuda, 
la constante arbitraria — € puede considerarse incluida dentro de la 
integral J vdu. 

Ejemplos: 


[ledi=eta fx E=x(lx-1)+€, 


[rédi=é(x-1)+€, 
[cos xdx=x sen x+cosxi+U, 


Vuesenxdx=-x cos x+ senx+U, 


Nota. Es importante observar que las constantes arbitrarias que están 
comprendidas en las integrales indefinidas de los dos miembros de la 
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ecuación (12), pueden tener valores numéricos muy diferentes. Esta 
observación basta para dar validez a la fórmula 


CA PEA 
xix" xix 


a la que se llega al poner en la ecuación (12) 


1 
a Y v=lx. 


XX 
(Trigésima segunda lección) 


Sobre el paso de las integrales indefinidas 
a las integrales definidas 


Integrar la ecuación 
(y dy=f(x) dx, 


o la expresión diferencial f(x) dx, a partir de x=xw, es encontrar una 
función continua de x que tenga la doble propiedad de tener como 
diferencial af ( x ) dx y de anularse para x = xo . Como esta función debe 
estar comprendida en la fórmula general 


Vans eao, 


% 


se reducirá necesariamente a la integral f f(x) dx, sí la función f(x) es 
Xo 


continua respecto a x entre los dos límites de esta integral. Pensemos ahora 
que al ser continuas entre esos límites las funciones ( x ) y E ( x ), el valor 
general de y, obtenido de la ecuación (1), se presente bajo la forma 


ot) +J5(x) dx. 


La función buscada será evidentemente igual a 


0) -9(0)+Í 5(m) dx. 
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A partir de esta observación se puede ver sin dificultad en qué se 
convierten las fórmulas dadas en las lecciones anteriores cuando se 
anulan los dos miembros de cada una de ellas para un valor dado de x. 
Así, por ejemplo, se reconocerá fácilmente que las ecuaciones (9) y (12) 
de la lección 27, a saber 


o dr=fp (2) dz y Dudu=uv-fudu 


uo di=uv-|vu' dx 


conllevan las siguientes 


(2) are oie 
y 
(3) Furarsriza ao] outde 


en donde zo, to y vo designan a los valores de z, 4 , y v que corresponden 
ax=x0. Si en las fórmulas (2) y (3) se pone x= X, al denotar con Z, 
U, Va los valores correspondientes de z, 4, v, se encontrará 


(a) roda ona: 
y 
(5) vel las 


Las ecuaciones (4) y (5) son aquellas que se deben sustituir por las 
fórmulas (9) y (12) de la lección 27 cuando se trata de aplicar la 
integración por partes o la integración por sustitución a la evaluación o 
a la reducción de las integrales definidas. Por otro lado, las integrales de 
esta especie, deducidas de la integración inmediata o por descomposición, 
están dadas por la fórmula (18) de la lección 26 o por la fórmula (2) de 
la lección 23. Al admitir estos principios, los métodos expuestos en las 
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lecciones anteriores podrán servir para determinar a un gran número de 
integrales definidas, de entre las cuales voy a citas algunas de las más 
importantes. 

Si se designa por im a un número entero; pora, B,u,v,acantidades 
positivas; por a, 4, B, C,... a cantidades cualesquiera; en fin por £ a un 
número infinitamente pequeño, se obtendrá de las fórmulas establecidas 
en las lecciones 27 y 28 

1 


Jetáz=!, | etax=o, 


| étax=1, | édz=o, feraz=Í, 








á 
1 
larBrrCkh. dam Ar A 
0 2.3 
lom 0 
xl ly cál 1 dx T 
ia le dira O GTO a 
e AS A 
li dx _ 7 Ñ xdx _B 
Jodrd 4 LA 4d y? 
f xdx =0 Ñ dx _X 
1d A dde ae 


f A Ey (1-0)dx - ¡E f (x-0)dx =D 

ola +p BP” ¿(xa +p y” Aaa po P 
S( A-BX1._A+BN-Í p 
Me 1 jes 2a +28, 

li (EE A+ BW] 


ra pil «-a+píl Jés=25. 


: Xx : z 
Además, si se representa en general por Es a una fracción racional 
x 


cuyo denominador no pueda anularse para ningún valor real de x, por 
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Xt) X2,... las raices imaginarias de la ecuación F (x)=0, en la cual el 

coeficiente de V-1 es positivo; y porA —- BiV-1 ,A,- BaÑ=1 aa 

los valores de la fracción ES que corresponden a esas raíces, se 
x 


obtendrá la fórmula 


1 
AED pa 
(6) F, El ATA ta IB AB .. ), 

El segundo miembro de esta fórmula ya no incluirá al factor / E y 
se tendrá en consecuencia 


(2) reia 2xn(B+B,+...), 

siempre que la suma 4, + 43 +... se anule. Esta condición se cumple si 

el grado de F( x ) rebasa al menos en dos unidades al grado de p ( x). 
Si el grado de la función F( x) rebasa sólo en una unidad al grado 


[o 37 
de p (x), la integral f E d x es indeterminada y su valor general, 
-w Xx 


dado por la ecuación (6), incluye a la constante Si Pero al reducir esta 


constante arbitraria a la unidad, se encontrará la ecuación (7), que en ese 
caso dará solamente el valor principal de la integral. Este valor principal 
será el mismo si la ecuación F ( x ) = 0 admite raíces reales además de las 
raíces imaginarias xa, Xz, ... . La razón es que todas las integrales de la 


+00 
forma J 
—= (00 


dx 





tienen como valor principal cero, 


Ejemplos, Sean m y n dos números enteros, m<»m. Si se hace 
2m-+1 
2n 





= 4, seencontrará 


2 
"¿dx 


SS lx” 





= E [senan+sendant... +sen(2r-1)ar) 


T T 


 ASENAT (2m+1)1 
xa sen 
2n 
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Se concluye de ésto, al hacer z = é* 





(8) Ea o dz sl Ed T 


l+z o 1+x% ol4+x” sena 


Igualmente, al reducir cada integral indeterminada a su valor prin- 
cipal se encontrará 





l > E [senzamtsendams.. +sen(2n-2)a1] 
-w0 X 
O RR E ds 
n tana nr tan MEA 
n 








o 4-1 2 e) 2 
9 Z dz _ A mm x dz _ T 
0) fi l=z Ein la e tan ar 


Se deducirán también las fórmulas ya establecidas en las lecciones 
29 y 30. 
y Y dx m-1 dx 
o(1+xY n-mi(l+x) 
o ...3-2-1- f dx 
(n=m)...(n-3)J(n-2)% (1+x) 
1-2:3...(m-1)x1:2:3... mil 
1-2-3...(1-1) É 








1 En la lección 29 Cauchy demuestra que para el producto de dos binomios 
(ax+b Y (ax+b1)", si se tiene que es proporcional a una potencia del cociente y lo es 
a una potencia de 4,x + h,, entonces 


Farro (ax+h) dx 
ar+bY(ax+h MEETS [carry art) dx 


(p+v+1)Ja 
a partir de la cual se obtiene la igualdad al sustituir y pasar a la integral definida. 
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f dy _2n-3 dy 
0 dl 2m-2% mr 


(3-5... (21-3)(" dy APA EA 3)x2 
Pra «(22-2)% 1+y a .(22n-2)2 ” 


J Zi dea=l:2-3..2 
0 


OS 1-23... 3 
dia= — == R 
paz z pr 


1-2-3...2 
(ar na! y” 


J Z ¿“(cos bz+W-1 sen bzdz= 
o 


picos a+ 1) aci E), 


00 
J Ze cosbzdz= 





: (d+ BY 
e a 
az H d = : 
/ e“ cosbzdz san 
j 10d PS [Cr 1) tan E), 
s (d+ e 5 








2 En la lección 29 Cauchy a la siguiente igualdad: 


A CLepyr aná 


q 
-2+3 (E ) ”n+i1 as a 
42 (n=1) y 
EE AAA (1+ a Es 
2(n-1) 2(1-1) 2 
¿23 3 dy 


AA 2 
3 En la lección 29 Cauchy demuestra que 


af LE 





A -1 
-2 $7 “dz, 
a 
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E] 


=4Z 
f ¿“snbada=z 73. 
0 dr P 


En fin, a partir de las fórmulas establecidas en la lección 31, se 
obtendrá; al suponer primero que » es par, 














f sen tsaro LES DE f cos" xdx, 

fan rdam= 2 tia 
y al suponer que » es impar, 

f sentada O cos" xdx, 

ñ tan"xdx= — 7 RED + qIbt 55 


Los métodos de integración que hemos indicado nos dan a menudo 
los medios para transformar una integral definida dada en otra más 





a , 
Al suponer que x es un número entero par, Cauchy demuestra que: 





COS x 2 n-1 £ 
| sen" xdx=- E ( sen” a+ bo A 
n ñR— 


MENERR n-3Mnm-1 O n-3)(1-1 
2-4... (n-4)(n2-2) 2-4...(1-2)n 


a n-— 1 S 
o 2-3 





3-5.. EEN de AE, n-3)(m-1 
4. 2-4...(1n-2)1 


sen X 
cos" xdx==—— [cos 
n 


2-4...(n-4)(2-2) 
n= 1 ”n-—j3 n-$ 
fran" xd x= EL NL AZ .ElanxF x 
n—1 n-—3 n-$5 


Por otro lado, si se supone que » es impar se tiene 





COS X ES n—1 = 
[sen*xdx=- 5 ( sen” li+ qn TN 
n 


2-4... (1n-4)1-2 ) 
S..(1n-3)(=-1) 
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simple. Así por ejemplo, cualquiera que sea la función f(x), seobtendrán 
las fórmulas establecidas en la lección 27 


ls] 


otra) ar]” poda] plarar, 


| 


0 


La 


plax)dz=l | p(e)ds, 


do Ñ 
/ Ped f Alida) 
Ñ A q | E, 


Cuando en una integral relativa a la variable x, la función bajo el 
signo J incluye a otra cantidad 1 cuyo valor es arbitrario, se puede 
considerar a esta cantidad H como una nueva variable; y a la integral 
misma como una función de h. Entre la funciones de esta especie, 


debemos señalar aquella que M. Legendre designó por la letra T' y que, 
para valores positivos de Lu, se define a través de la ecuación 


(11) roo ay e, 


Esta función, de la cual se ocuparon Euler y Legendre, satisface en 
virtud de lo anterior a las ecuaciones 


n-3 
COS XA 
2 





feos" xdx=E7Z (costes 
Ñ 2-3..(n-4)(n-2 ) 
E 


=4 ”m-3 ”n—5 


tan" xr mande tan” iy tante 1 2 
tan” dx —_—_- EL =le 
fían $ n— 1 n-3 n-$5 S 2 E> pao 
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T(1)=1,T(2)=1,T(3)=1-2, 
¿T(r)=1-2-3..(2-1), 


(12) 
f a ED) z a 
0 
| b 
> T (a) cos nacctan o] 
j Z" *cosbzdz= - 4 
0 (d+ Py 
(13) E Fm) sen marc tan? | 
f ZP senbzdz= ————— : z 
o (d+ Py 


ld 2 le (m) ( — m) 
pe es tE 1: , Oñ 


en las cuales » designa a un número entero, mm a otro número entero 
menor que x=, y 1 a un número arbitrario. 


XXI 
(Trigésima sexta lección) 


Transformación de funciones cualesquiera de x 
o de x + h en funciones enteras de x o de h a las 
cuales se añaden las integrales definidas 
Expresiones equivalentes a esas 
mismas integrales 


Si en la ecuación (23) de la lección anterior se reemplaza f( z ) por 
su valor F(*)(z ), obtenido de la fórmula (21), se encontrara, bajo las 
mismas condiciones, 





eS EE y pr (0) + 


(1) AA FOTO Go) 


ie PA 


+ EG Aa E 


1Sif( x) es una función real y F( x) es otra función que verifica con la primera la siguiente 
ecuación: 


(21) HO). E): 
dx 


Si F( x) y sus derivadas —hasta la méima_ son continuas entre los límites xo y x, se tiene 
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luego, al hacer x=0, 


o FAO E O) ro). 


A AA (1) 
e rr e 


Si se hace en esta última F(x)=f(x +»), y se cambian enseguida 
las dos letras x y b, se obtendrá la ecuación 


(3) LADO AS OE 
a E ib + TH nas, 


(mn 1-2-3...(2- 


en la cual el último término del segundo miembro se puede representar 
de muchas formas distintas, ya que se tiene, en virtud de las fórmulas 
(14) y (19) de la lección 35?, 





”n=1 
2 a). eN 


(23) F(x)=F(a)+E> der 


r-zy E 
a ri 


2A partir de la fórmula 17 de la lección 22, se deduce que 


(13) lid 


y en consecuencia se le 


E (x- 29108 a 
(9) Le, 


02 


1-2-3..-(2- asadas 


pn SL z 
o 


Cuando se tiene una función que satisface la ecuación en =f(x), los valores de 

d"- dr?) d*” 2, ay 
de Ga Go 

J Gire x ) dx dx d x, de donde se obtiene la siguiente fórmula 


. están dados bajo la forma bo ex, Vito dxdx, 
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A (1) 
ÍÑ 12.3. SÍ (x+z)dz 


-f E Proa Mirh-2)dz 


ae x+h-z 
1-2-3... 


(4) 
AG 


SS PEA 
o“ 


En la ecuación (3) se supone que las funciones f(x+z), 
fíx+z), JO (x+z) son continuas entre los limites z=0, 
z=h.Se pedia deducir esta fórmula inmediatamente de la fórmula (1) 
al tomar x= x0 + bh, y al reemplazar xo por x y F por.f. En ese caso el último 
término del segundo miembro sería igual a la tercera integral que aparece 
en la fórmula (4). 

Por lo demás se podría demostrar directamente la ecuación (3) 
usando varias integraciones por partes, Ñ operando de manera similar a 
como lo hizo M. de Prony en una memoria publicada en 1805. En efecto, 
si en la fórmula (13) de la lección anterior”, se reemplaza primero x por 
xo + h y enseguida xo por x se obtendrá 


hb h 
(5) j fr+z)dz=| fx+h-z)dz. 


Se tendrá así en consecuencia, 


x-2Z 
ad 
1 


A E - dl -2 
a ros La Parres 


¿DON ar dan.. + 2/62) 42). 
B o e 


Jul al (dz 





(19) 


3 La fórmula (13) de la lección 35 está dada en la nota anterior. 
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b b 
($) IAS rr dal ft b2) dz. 


Por otro lado, al integrar por partes varias veces seguidas se encuentra 


rro dz 


PS tb) SES" (bm) da 
Ep (era) Sa bm) 


Lp oerb=a)da 
(7) 


2 
= GS (ab 2) (ab). 


n— 1 
== __fp(1-1) ES 
A (x+b-z) 


n-—)] 
2 (=) 
+ J alcatel x+h-z)dz; 
1-2...n- 4 ( yde 
asimismo, al suponer que cada integración se efectúa entre los límites 


z=0 y z=bh, y que las funciones flx+z), f'(x+z), ..., 
F(")(x+ 2) son continuas entre esos límites, 


b 2 
[7 rbd OE. 


pen (1-1) 
(8) e il (x) 
b n-—1 
A 3 
Al Pa 
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Se podrá deducir evidentemente de la fórmula (6) una ecuación que 
concuerda con la ecuación (3), en virtud de la fórmula (4). El mismo 
método podría servir también para establecer de manera directa la 
ecuación (2). 

Las integrales comprendidas en los segundos miembros de las 
fórmulas (2) y (3) no-son las únicas que pueden ser reemplazadas por 
otras semejantes a las comprendidas en la fórmula (4), también se puede 
concluir de la ecuación (13) lección 23 que ellas son equivalentes a dos 
productos de la forma 

(1) E E A 
e (0x)) 1-2-3... (1-1) e 


(10) 
») ¡ETS AA E. E 
£ 0 a (00) 


donde O designa a un número desconocido que puede variar de un 
producto a otro al ser siempre menor que la unidad. Se tendrá en 
consecuencia 


F(s)=F0)+ EF (0) P"(0)+... 


(11) e S 
PE A A! ax _ ptr) 
MEANS O (0x), 
h rn y 7 
ASE EA is (x)+... 
(12) 


ye? 
Y ——————__——_—_—_—_—— 
1-2-3...(n2-1) 


Es importante observar que la función F(x), junto con sus deri- 
vadas, debe ser continua entre los límites O y x en la fórmula (11), y la 
función f(x+z), junto con sus derivadas, entre los límites z=0 y 
z= hen la fórmula (12). 

Sea ahora 1 =f(x,y,z,... ) una función de varias variables inde- 
pendientes x,y,Z,... , y hagamos 


OD) FOD(x+0b). 


1-2-3...2 
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(13) F(a)=f(x+0dx,y+0dy,2+0dz,... ). 


Al reemplazar x ¿por o, y al tomar en cuenta los principios estableci- 
dos en la lección 14%, se obtendrá a partir de la fórmula (11), 


fx+radx,y+ady,2+0dz,...) 


2 
RE A Pur... 
1-2 


(14) ' 
2... Un=1) 1-2-3..2 i 


Si la cantidad a: deviene infinitamente pequeña, sucedera lo mismo 
con la diferencia 


FED(da)-EWD (0) o F(Ba)-4”a, 
y al designar por $ a esta diferencia, se encontrará 


fx+adxy+0ady,2+0dz,...) 


2 
=u++ dur A 


(15) :2 
ar! Ea a” E 
dl A MERO 
Mean? "mai P 


Cuando las variables independientes se reducen a una sola variable 
x, entonces, al hacer y =f( x ), se obtiene la fórmula 


Maradx)=y +7 dE d? y+.. 
(16) 


»n-—1 a* 


OL M1 
A —L—— dy 
MANTE AA 


Supongamos ahora que para un valor particular xp de la variable x, 
la función f(x) y sus derivadas hasta la de orden 2 — 1 se anulan; 
entonces se obtiene de la fórmula (12) 


% Se trata de los principios ya comentados en la nota 1 de la lección 19. 
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—E—M(0+0») 


(17) fa+b)= 7 3 


y al sustituir por la cantidad finita / una cantidad infinitamente pequeña 
que designamos por ¿, 


(18) fa+i)= Mari). 


1- 2- an 

Si al tomar a las funciones f(x),f'(x),... ,£ "7 (x), todas 
salvo la primera se anulan en el valor particular x= xo, la ecuación (18) 
se debe reemplazar por la siguiente: 


(19) — fua+ri)-fm)= a (+00). 


ER 


Si bajo la misma hipótesis se escribe x en lugar de xo, y si se pone 


flixa)=y, Ax=i=abh, 
la ecuación (19) tomará la forma 


ar 


20 A y = ——— 
(20) MA 


+, 
donde f designa, al igual que Q2, a una cantidad infinitamente pequeña. 
Se podra deducir la fórmula (20) de la ecuación (16) al observar que el 


valor atribuido a x anula las diferenciales dy, d*y,...,d” y, al 
mismo tiempo que las funciones derivadas f(x), f(x), 
a Ea 

La ecuación (20) permite igualmente resolver el cuarto problema de 
la sexta lección en aquellos casos en los que los métodos propuestos para 
ello resultan insuficientes. En efecto, si se supone que y y z son dos 
funciones de la variable x, y si se supone también que para el valor 


r e 


j : DN o z 
particular xo la fracción s añ al igual que las siguientes — 


.? ”. o.» 


mo e reducen a la forma 2 entoncés, al hacer Ax=a dx, y al 
y 
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designar por B y y a dos cantidades infinitamente pequeñas, se tendrá 
parax=x, 


(1) qa . 
an al 
A OS 

(22) 





vi E = ls d”z+y 1 


HAY Ay By pp gy ya 
Ejemplo, Se tendrá para x=0 


2 2 2 2 2 
snx__ d (senx) _2(cosx-— sen %_ 


l1=cosx d*(1=cosx) cos x 


XXII 
(Trigésima séptima lección) 


Teoremas de Taylor y de Maclaurin 
Extensión de esos teoremas a las funciones 
de varias variables 


Llamamos una serie a una sucesión indefinida de términos 
(1) HO, Ur, Mly 0. , Uny 00.» 
que se derivan unos de otros según una ley conocida. Sea 
$n = Uy Y Uy MH... + nm 


la suma de los primeros » términos, en donde » designa a un número 
entero cualquiera. Si, para los valores siempre crecientes de =, la suma 
s, se aproxima indefinidamente a un cierto límite s, la serie se dirá que es 
convergente, y el límite s representado por la notación 


Ho FU +A. 


se llamará la suma de la serie. Si por el contrario, mientras que % crece 
indefinidamente, la suma sy no se aproxima a ningún límite fijo, la serie 
será divergente y no tendrá ninguna suma. En ambos casos, el término 
que corresponde al indice x, a saber y, se llama término general. Además, 
si en la primera hipótesis se hace $ — 5n = fa, fm será llamado el residuo de 
la serie a partir del 2-ésimo término!. 





l Todos los conceptos aquí dados ya fueron introducidos por Cauchy en el capítulo VI del 
Análisis Algebraico. 
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Una vez dadas estas definiciones, resulta claro a partir de las fórmulas 
(2) y (3) de la lección 36, que las series 








2 3 
x ? xx ” Xx e. 
A POS 
b O Mas 
MC O 


serán convergentes y tendrán por sumas respectivas a las dos funciones 
F(x),/(x+ h ), siempre que las dos integrales 


(A OE (a 
, TE Cepa 153 nd (9x), 


3 


n— 1 p 


AMr+ 2) da=- 50 





5 


b=z2 
E a +08) 


converjan, para valores crecientes de », al límite cero. Se tendrá en 
consecuencia 


X o hee 1 ES 
(6) A FTE 





F"(0)+... ' 


si es que la expresión (4) se anula para valores infinitos de », y 
E E 
1.2.3 





DO RD LCDAS Or or a, 


si es que la expresión (5) satisface la misma condición. Las fórmulas (6) 
y (7) incluyen a los teoremas de Maclaurin y de Taylor? Cuando las 


2 En to que respecta a la demostración de la fórmula de Taylor, Cauchy hace ver claramente 
cómo es que ella depende de los principios del cálculo diferencial y del cálculo integral. 
Contrasta pués el lugar que ocupa dicha fórmula en el cuerpo general del Análisis de Cauchy, 
en relación al lugar que dicha fórmula ocupa en el Análisis Matemático de J.L. Lagrange. 
Como ya se ha señalado, en su Teoría de Funciones Analíticas y en sus Lecciones sobre la Teoría 
de Funciones, Lagrange considera que dicha fórmula no requiere de más demostración que 
aquella derivada de la caracterización de una función como una expresión de tipo analítico 
o algebraico. Más aún, la fórmula de Taylor es para Lagrange la que permite introducir los 
conceptos fundamentales del cálculo diferencial de manera independiente de otras nocio- 

nes, como las de límites, cantidades infinitamente pequeñas, fluxiones, etc (Cf. nota 4 lección 3) 
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integrales (4) y (5) satisfacen las condiciones establecidas, ellas sirven para 
desarrollar las dos funciones F(x) y f(x + bh) en series ordenadas en 
potencias enteras y ascendentes de las cantidades x y h. Los residuos de 
esas series son precisamente las dos integrales en cuestión. 

Supongamos ahora que se designa por 4=f(x,y,Z,... ) a una 
función de varias variables independientes, y que en las ecuaciones (2) y 
(3) de la lección anterior se sustituye la ecuación (14). Se tendrá en ese 
caso 


fix+adx,y+0dy,2+0dz,...) 
(8) 2 y 


+2 dur — dur = 
1 12 1-2-3 





aude, 


siempre que se anule para valores infinitos de n el término 
a? 

1 5 2 * 3 s.. $ 

término y que se puede escribir bajo la forma 


9 dav Y ta) 
(9) era rd (vay. 


F(")(8a ), al igual que la integral que representa a este 


Se encontrará enseguida, al poner A = 1, 


3 
(10) flxrdx,y+dy,z+dz,.. yz e E e 


siempre que la integral 


(11) rre SOLAS 


Aca con la condición enunciada. Cuando las variables independientes 
x,y,Z,... se reducen a la única variable x, la ecuación (10) deviene 
du du du 

12 x+dx)= a A 
es HAS 

La cual coincide con la ecuación (7), es decir, con la fórmula de 
Taylor. Al reemplazar x por cero y dx por x, se llega de nuevo al teorema 
de Maclaurin. Podemos decir también que la ecuación (10) y la ecuación 
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que se obtiene al reemplazar x,y,z,... por cero y dx, dy,dZ,... por 
X,),Z,... permiten extender los teoremas de Taylor y Maclaurin a las 
funciones de varias variables. Finalmente podemos decir que las ecuacio- 
nes (6), (8), (10) y (12) coinciden con las ecuaciones (4), (6), (7) y (8) de 
la lección 19 cuando F(x) y f(x) representan funciones enteras de 
grado ». 

Como la ecuación (19) de la lección 22 permite establecer que la 
integral (4) es equivalente al producto de la forma 
(13) x-0x)7! 


(m) 
Ex), 
AAN A 


en donde O designa a un número menor a la unidad, es claro que los 
valores infinitos de » hacen que esta integral se anule, si ellos reducen a 
cero a la función 


Tr 
(14) E FO) (z) 
1-2-3..(21-1) 

para los valores de z comprendidos entre los límites O y x. Esta última 
condición se cumple claramente si el valor numérico de la expresión 
Fee) (8 x ), cuando éste sea un valor real, o su módulo, cuando sea un 
valor imaginario, no crezca indefinidamente conforme » aumenta. En 
efecto, ya que la cantidad 


a 1) i) 


; , eo n 
crece junto con el número » entre los límites m=1,m= 7» Y como se 
tiene 


¡MEA 


LA SS 


se puede afirmar que el valor numérico o el módulo de la expresión (14) 
permanecerá siempre inferior al valor numérico o al módulo del producto 


Xx—=Z 


(15) E ED). 
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Ahora bien, este producto es nulo, bajo la hipótesis admitida, para 
n=0o0. 


Ejemplos. Si se toman como valores sucesivos de la función F( x) 


e, senx, cosx, 


se encontrarán para los valores correspondientes de po) (0x) 


a un [240%], (+02) 


Como estas últimas cantidades permanecen finitas, cualquiera que sea 
x, mientras que 2 aumenta, se debe concluir que el teorema de Maclaurin 
siempre es aplicable a las tres funciones propuestas. Se tendrá en con- 
secuencia, para cualquier valor de x y para los valores positivos deA, 











x X 
E +.. 
1 CU ES [CES 
(16) 
pio Ez ¿EUAY, (LA E 
EZ 1. 2- ai 
T E 
sena =sen (0) +4 en 5 q. y 
3 
(17) a zan [E Je 
3 5 
IS Ls 2 E US A DA A ] 
Le 21 
cosx= cosco)+7cos[5 Je cos[ 25) 
3 
18 X 3z 
08) (E). 
4 
E AA DAA 


| rc 
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Cuando la función F(")(x) deviene infinita para los valores 
infinitos de z, la expresión (14) puede converger también hacia el límite 
cero. Ésto es lo que sucederá, por ejemplo, si se toma 
F(x)=1(1+x), y sial mismo tiempo se da a xun valor numérico más 
pequeño que la unidad. En efecto, se tendrá en ese caso, al suponer 
z=0x,8<1,%é<1, 


azy 7! (1) 
CENT (2) 
19 
nj ce 


(1+2y 1-8| 1+80x 





—-8 : E a 
será claramente inferior a la unidad, la 


+0x 


expresión (19) se anulará para 7 = 00. Se encontrará en consecuencia, para 
todos los valores de x comprendidos entre los límites — 1 y +1, 


y, puesto que la fracción - 


2 3 4 
Xx 


20 POE IN RA 
(20) A 


XXIMN 
(Trigésima octava lección) 


Reglas sobre la convergencia de las series 
Aplicación de esas reglas a la serie de Maclaurin 


Las ecuaciones (6) y (7) de la lección 37 sólo pueden subsistir en el 
caso en el que las series (2) y (3) sean convergentes, es por ello importante 
fijar las condiciones de la convergencia de las series. Este es el punto del 
cual nos ocuparemos. 

Una de las series más simples es la progresión geométrica 


(1) a, ax, al, ad, a 


. . . n : A S 
que tiene por término general ax”. La suma de sus primeros » términos, 
a saber 


allextd+.. +x = 4 — >= e - — 


a 





, Si 


convergerá, para los valores crecientes de x, hacia el límite fijo i 


el valor numérico de la variable x, si se supone real, o el módulo de la 
misma variable, si se supone imaginario, es un número menor que la 
unidad, mientras que en el caso contrario esta suma dejará de converger 
a un límite semejante. La serie (1) será entonces siempre convergente en 
el primer caso y siempre divergente en el segundo. Esta conclusión 
subsiste aun cuando el factor a deviene imaginario. 

Consideremos ahora la serie 


(2) Ho, Uy, la, U3, »». Mas 0.. 
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compuesta de términos cualesquiera, reales o imaginarios, Para decidir si 
es que es convergente o divergente no será necesario en absoluto el 
examinar sus primeros términos, los cuales inclusive se podrán suprimir 
de modo que se pueda reemplazar esta serie por la siguiente 


(3) Um Um+ttds Um+42y 00. 


en donde » designa a un número tan grande como se quiera. Sea ahora 
Pa el valor numérico o el módulo del término general 4; es claro que la 
serie (3) será convergente si los módulos de sus diferentes términos, a 


saber 


(4) Pms Pitt) Pa+2a +...» 


forman a su vez una serie convergente, y será divergente si P» no decrece 


» . , 1 . , 
indefinidamente para los valores crecientes de z * . Dicho ésto, se estable- 
cerán fácilmente los dos siguientes teoremas, 


Teorema 1. Encontrar el límite o los límites hacia los cuales converge, 


mientras que n crece indefinidamente, la expresión ( Pn )=, y sea d el más grande 
de esos límites. La serie (2) será convergente si se tiene A, < 1, y será divergente 
si se tiened>1?, 


Demostración. Supongamos primero que A<1 y elijamos de 
manera arbitraria entre los dos números 1 y A a un tercer número 1, de 
modo que se tenga A< y < 1; al crecer n más allá de cualquier límite 
asignable, los valores más grandes de (px): no podrán aproximarse 
indefinidamente al límite A sin terminar por ser constantemente infe- 
riores a Ja . Será posible en consecuencia atribuir al número entero m un 
valor suficientemente considerable para que, al ser 1 igual o mayor que 


] 
im, se tenga constantemente ( Pa <p ,pn <p” . Los términos de la serie 
(4) serán entonces números inferiores a los términos correspondientes de 
la progresión geométrica 


' Condición conocida comunmente como condición de convergencia absoluta. 

Este teorema coincide con los teoremas 1 del $82 y 1 del 83 del capítulo VI del Análisis 
Algebraico. Como se mencionó en la nota 4 del capítulo VI, al hablar Cauchy del “más 
grande de esos límites” sugiere que con ello es posible determinar al elemento del que se 
trata sí es que hay tan solo un número finito de limites subsecuenciales o bien si se trata de 
un número infinito. 
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(5) E E 


. 
yo. 3 


y como esta última es convergente (visto que H < 1), lo mismo se podrá 
decir de la serie (4) y, en consecuencia, de la serie (2). 

Supongamos en segundo lugar que A > 1, y pongamos de nuevo 
entre los dos números 1 y A a un tercer número 1, de modo que se tenga 
A>H> 1. Sin crece más allá de todo límite, al aproximarse indefinida- 
mente a A los más grandes valores de ( Pn de terminarán por rebasar a 


u. Se podrá entonces satisfacer la condición ( pn Y >u,6pn>p”>1 
para valores de » suficientemente grandes; se encontrará en consecuencia 
en la serie (4) un número indefinido de términos superiores a la unidad, 
lo que bastará para constatar la divergencia de las series (2), (3) y (4). 


Pr+1 





Teorema 2. Si para los valores crecientes de n, la razón converge 


Pn 
hacia un límite fijo d., la serie (2) será convergente siempre que se tenga A< 1 y 
divergente siempre que se tenga A > 1. 


Demostración. Tómese de manera arbitraria a un número € menor 
que la diferencia que existe entre 1 y A; será posible atribuir a m un 
valor suficientemente grande para que al ser x igual o superior a »x, la 


Pr +1 
Pn 
A-e€, A+e. Los diferentes términos de la serie (4) estarán entonces 
comprendidos entre los términos correspondientes de las dos progresio- 

nes geométricas 





razón permanezca siempre comprendida entre los dos límites 


Pm» pmlA-8€), pmld-2Y, pmld-8 Y, AE 
Pm, PmlA+E), pm(A+EY, pmlA+EY, ...> 


las cuales son ambas convergentes, si se tiene A < 1, y ambas divergentes 
sí se toma A > 1. Se tiene entonces etc”. 





3 Este es el modo en el que Cauchy termina su demostración, es claro el significado que 
tiene aquí el término “etc”. 
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; ia dE ñ +1 
Escolio. Sería fácil probar que el límite de la razón e , en el caso 


Pa 
en el que dicho límite exista, es al mismo tiempo el límite de la expresión 
(pn)* (Cf. el Análisis Algebraico Cap. VI). 
Al aplicar los teoremas (1) y (2) a la serie de Maclaurin, a saber 








ip 004 mn de m 
(9 ELOY: E (0, a WA 


se obtiene la siguiente proposición: 


Teorema 3. Sean pa el valor numérico o el módulo de la expresión 
EC)D(0) yA e límite hacia el cual converge, mientras que n crece indefinida 
mente, el mayor de los valores de ( pa de o bien el límite único, si es que existe, 


1 





, Pn+ mi ¿ e 
de la razón . La serie (6) será convergente siempre que el valor numérico 
p 


A 


o el módulo de la variable x sea inferior a 2 >) será divergente siempre que el 


A 14 1 
valor numérico o el módulo supere a" 


Ejemplos. Sí se toman como valores sucesivos de F( x) 


é, senx, cosx, l(1+x), (1+xP, 


en donde 1 es una cantidad constante, los valores correspondientes de 


1 z 
— serán 
A 
90... 90, 00. di Te: 


En consecuencia, las series comprendidas en las ecuaciones (16), (17) 
y (18) de la lección 37 serán convergentes entre los límites x=-—o0, 
x=+00; €s decir, para cualquier valor de x. En cambio la serie 


* El teorema 2 coincide con los teoremas 2 del $2 y 2 del $3 del capitulo VI. Es importante 
señalar que en el capítulo VI Cauchy dernuestra estos teoremas a partir del primer teorema 
(que enuncia el “criterio de la raíz”) con ayuda del teorema 4 $3 del capítulo Il, teorema 
que demuestra precisamente el enunciado de este escolio. 
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, E, BOI) Hu 1 Mu 2)o 


1 1-2 j 1-2:3 me 
(0) p(p-1)..(pon+l) o 
1-2-3...2 o 


y la serie incluida en la fórmula (20) de la lección 37, no serán 
convergentes si es que la variable x es real y se encuentra entre los límites 
x=-=lyx=+1. 

Hemos ya señalado que la serie (6) es real y que tiene por suma 
F( x) siempre que la variable x sea real y la variable z se encuentre entre 
los límites 0, x y que la expresión (14) de la lección 37 se anule para los 
valores infinitos de z. Esta última condición claramente se satisface si la 
expresión de la que se trata es el término general de una serie convergente; 
y esto sucederá, en virtud del teorema lll, si para valores crecientes de »x 
el módulo o el valor numérico del producto 


(8) a2F"+0(z) 
n pEON(z) 


converge hacia un límite inferior a la unidad. 


Ejemplo. Sea 
F(x)=(1+xY, 


donde 1 designa a una cantidad constante. Si en la expresión (8) se 
reemplaza z por 0 x, esta expresión deviene 


area 


+ 0x n 1+0x ” 


y por lo tanto converge para los valores crecientes de 2 hacia un límite 


1+0x 


unidad, si se supone que * < 1. Se tendrá entonces bajo esta condición, 


(9) (rro rr e LD ED 
1 1-2 1-2:-3 





de la forma — x , límite cuyo valor numérico será inferior a la 


5 Ya hemos comentado la relación que guardan entre si a fórmula del binomio de Newton 
y la fórmula de Taylor, este ejemplo muestra que para Cauchy la fórmula del binomio se 
puede derivar como caso particular de la fórmula de Maclaurin. 
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Se probará igualmente que la ecuación 


10 e 
ee (drarP=t+ har PUDO 2 


¿Pl tds 
1-2-3 o 
subsiste para los valores reales o imaginarios de la constante a, si el valor 
sl des 1 
numérico de x sea inferior al módulo de Z 


Se podria creer que la serie (6) siempre tiene a F(x) por suma, 
cuando es convergente, y que cuando sus diferentes términos se anulan 
uno tras otro la función F ( x ) se anula también; pero para poder asegurar 
que esto no es así basta observar que la segunda condición se cumple si 
se supone 


1 
El x) = el , 
y la primera condición se cumple si se supone 
2 1 
F(x)=e* +elz). 


1 
Sin embargo, la función le ) no es idénticamente nula, y la serie 
que se deduce de la última hipótesis tiene por suma a su primer término, 


2 
2 2 1 
e”* y noal binomio * + eli) , 


XXIV 
(Cuadragésima lección) 
Integración por series 


Consideremos una serle 
(1) Un, Ur, Uls Hi... Una, 


cuyos términos sean funciones continuas de la variable x entre los límites 
x=x0, x=X. Si, tras haber multiplicado esos mismos términos por 
dx, se les integra entre esos límites, se obtiene una nueva serie compuesta 
de integrales definidas 

X Xx XxX Xx XxX 
(2) J dx, | máx, J wdx, J Wadxr..., f UndX y... 

%o x, % x xo 

Comparando esta nueva serie con la primera, se obtendrá sin 
dificultad el teorema siguiente. 


Teorema 1. Supongamos que la serie (1) es convergente no sólo para los dos 
límites x= xp y x= X, sino también para todos los valores de x comprendidos 
entre estos límites. La serie (2) será también convergente y si llamamos s a la suma 
de la serie (1), la serie (2) tendrá como suma la integral 


Xx 


j sdx. 
x% 


En otras palabras, la ecuación 


(3) $S=MOTHMTU AAA... 
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implica la siguiente: 
Xx 


] 
% 


sdx= Pude [on dx+[ máx Pnars.. E 


Demostración. Sea 
(5) n= UH nm 


la suma de los 1 primeros términos de la serie (1) y rn el residuo a partir 
del 1—ésimo término. Se tendrá 


(6) IS FT UA Aa o hn 1 Tn, 


y se concluirá 


e dx= [5 dx+ (E dx+ le: dx+.. 
% x X % 


(7) 


X X 
+] un: dx+| Tndx. 
Xo % 


x 
En virtud de la fórmula (14) de la lección 23, la integral J Tn dx es 
% 


un valor particular del producto 7» (X — xo ) que corresponde a un valor 
de x comprendido entre los límites xo, X. Como consecuencia de las 
hipótesis, este producto será nulo para los valores infinitos de », es 
entonces claro que se obtendrá la ecuación (4) al poner, en la fórmula 


(7), 1 =00?, 


Este teorema guarda una estrecha relación con el teorema 1, $1 del capítulo IV del Análisis 
Algebraico. Por un lado, al igual que en éste, para poder asegurar la validez del resultado se 
requiere añadir una hipótesis sobre el modo de convergencia en la ecuación (3) — la ecuación 
(3) debe incluir la convergencia «niforme— . Es precisamente por ello que Cauchy utiliza 
una estrategia de demostración muy similar en los dos teoremas: supone que, en virtud de 
la misma ecuación (3), el valor del residuo 7 puede hacerse tan pequeño como se quiera y 
su efecto en el cálculo podrá eliminarse. 

Pero la proposición que se desea probar aquí tiene el mérito de tratar de establecer la 
validez de un procedimiento utilizado comunmente en la época, Podemos decir que de 
Fourier hasta Riemann (y ello sin tomar en cuenta los procedimientos del cálculo efectuados 
durante el siglo XVIII sobre la base de esta proposición) este procedimiento es usual para 
calcular y operar con series trigonométricas. Es con base en él que, por ejemplo, Fourier 
encuentra que los coeficientes 4, bn en la serie trigonométrica de una función 
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Corolario 1 Si en la fórmula (4) se reemplaza X por x, se obtiene la 
siguiente fórmula 


(8) eat del dato: 
% %o %o % 


que será verdadera, como la ecuación (3), entre los límites x= xw y x= X. 


Corolario TI. Supongamos que la serie (1) es convergente para 
x =xw y para todos los valores de x comprendidos entre xo y X, pero que 
deja de serlo para x= X. Bajo esta hipótesis las ecuaciones (3) y (8) 
subsisten aun entre los límites en cuestión. Además la ecuación (4) 
subsistirá si las integrales comprendidas en el segundo miembro forman 
una serie convergente. En efecto, se puede ver sin dificultad que si esta 
condición se cumple, los dos miembros de la ecuación (8) serán funciones 
continuas de la variable x en la vecindad del valor particular x= X [véase 
el Análisis Algebraico?, bastará entonces hacer tender ax a ese mismo valor 
para obtener los dos miembros de la ecuación (4). Si, por el contrario, las 
integrales del segundo miembro de la ecuación (4) forman una serie 
divergente, esta misma ecuación desaparece. 


Corolario MH. Supongamos que la serie (1), al ser convergente entre 
los límites x=xw y x=X, deviene divergente para el primero de estos 
límites o para ambos. Entonces, al designar con €s y É a dos cantidades 
entre xo y X, se obtendrá la ecuación 





f(x) =D ancosnx+ bn sen nx son de la forma ai Fu)cosnidt, 
-Y 


1 rx 
y = t td a 
A ) sen nitdt 


En su memoria Sobre la posibilidad de representar una función en serie trigonométrica de 1854, 
Riemann comete el mismo error en la demostración de uno de los teoremas centrales. 

Fue Heine quien en 1870 en su memoria a propósito de las series trigonométricas (Uber 
trigonometrische Reibe), introduce de manera explicita la condición de la convergencia 
uniforme de una serie trigonométrica para poder asegurar la unicidad del desarrollo para 
una función. Dicho concepto de convergencia uniforme, según relata el propio Heine, ya 
había sido introducido por Weierstrass en sus cursos de Berlin como una condición necesaria 
para poder asegurar que el límite de una serie convergente de funciones continuas es una 
función continua, así como la propiedad establecida por este teorema 1. 
2 Se refiere al teorema 1 $1 del capítulo VI. 
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(9) [sdx=[ sodx+l, dx Máax+... 


luego, al hacer converger £o al límite xo, y E al límite X, se tendrá de nuevo 
la ecuación (4), a condición de que las integrales incluidas en el segundo 
miembro formen una serie convergente. 

Esta observación se extiende a los casos en los que las cantidades xo 
y X son, una o ambas, infinitas; por ejemplo, en el caso en el que 
lo ==00, X =00, 


Corolario IV. Si se toma n= 4xx", 4y es un coeficiente real o 
imaginario, y sí además se designa por Pa al valor numérico — o al 
módulo— de ax, y por A al valor más grande que toma la expresión 
(Pr y cuando el número x deviene infinito, la serie (1) será convergente 
l 
A 


Entonces si la variable x está comprendida entre estos límites y si se tiene 


(Cf. el teorema 3 de la lección 38) entre los límites x=- E x=+ 


(10) S=M0+mxtaÉ+.., 


se encuentra 


x e 3 
(11) ) osdizaxra + a+. 


Esta última ecuación subsiste (ver el corolario II) para los valores 


: 1 ds : E 
particulares x= — yA + ,/ 5Í para esos valores particulares no deja de 
, 1 1 
ser convergente la serie 47 x, 3 ak, qu, E 


Con ayuda de estos principios, se podrá desarrollar un gran número 
de integrales en series convergentes que permitirán encontrar valores para 
esas integrales tan cercanos como se quiera. Es en esto en lo que consiste 
la integración por series. Se puede emplear este método de integración para 
desarrollar en series toda clase de cantidades, y con frecuencia, para llegar 
a ello, más conveniente es expresar a las cantidades dadas a través de esas 
integrales definidas y aplicarles a éstas el método descrito, 


Ejemplos. Para desarrollar en series a las funciones /(1+x), 
arc tan x, arc sen x, se podrá recurrir a las fórmulas 
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Xx 
d 
¡ret 


* dx 


arc tan x= CT? 
0 14% 


ej dx A act 
A ade: 
arc sen x ' E l (1-)3dx 


y, como se tiene, entre los límitesx=-1,x=+>+ 1, 


E E IN A 
lex 


2 ¿sl dm ; 
l+x 





(14 Yi 14 y A 


la integración por series dará, entre esos mismos límites, 





[(1+x)=x- 
(12) arc tanx=x-— 


E EL 5 
23 2:45 2-467 
Si en la ecuación (12) se hace x= 1, las series comprendidas en el 
segundo miembro permanecerán convergentes, así se tendra, en virtud 
del corolario II, 








y MA | 
=l--"+>- 
12=1 +3 ; 
T y | 
(13) A 
PEI AO 2 dl 
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Se demuestra fácilmente (véase el Análisis Algebraico*) que dos series 
convergentes ordenadas según las potencias ascendentes y enteras dex, 
sólo pueden dar la misma suma, para valores muy pequeños de x, si es 
que los coeficientes de las potencias semejantes de x son iguales para las 
dos series. A partir de esta observación, y del teorema 3 de la lección 38, 
resulta que si las dos series son convergentes y tienen la misma suma para 
los valores reales de x comprendidos entre -—7 y +r (r designa a una 
cantidad positiva), cumplirán las mismas condiciones para los valores 
imaginarios de x cuyos módulos sean inferiores a r. Dicho ésto, se 
deducirá sin dificultad de los principios anteriores el siguiente teorema: 


Teorema 2. Si para los valores reales de z comprendidos entre los límites zo y 
2, y para los valores reales de x comprendidos entre los límites y y + r, las funciones 


s Hx,z) 


z 
(14) F(x)=Í f(x,2) dz 
2 


son desarrollables, por el teorema de Maclaurin, en series convergentes ordenadas 
según las potencias ascendentes y enteras dex y si además las sumas de estas seres, 
cuando x es imaginaria, siguen representadas por la notación f(x,z) F(x) 
la ecuación (14) subsistirá para los valores imaginarios de x cuyos módulos sean 
inferiores a r. 


Ejemplo. Como se tiene, para valores cualesquiera de x, 


E 


1 2 o ey DA , 
m=]/ eS d2=5 o da=ó* | Ct" +é")dz 
- 00 0 


-0 


y en consecuencia 





-) 2 ¿zx =22x 1 2 
15 E de A 
(15) | é 2 dz que , 
se concluirá, al reemplazar x porxvV-1 , 

ana 2 
(16) J dcoslaxda=lmig* a 

0 2 


Esta última fórmula, que debemos a M. Laplace, es muy útil en la 
solución de varios problemas, 





3 Teorema 6 54 capitulo 6. 


